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apresentacao

A série Livros Didaticos do Instituto de Informatica da Universidade Federal do Rio Grande
do Sul tem como objetivo a publicacao de material didatico para disciplinas ministradas em
cursos de graduacédo em computacao e informatica, ou seja, para os cursos de bacharelado
em ciéncia da computacao, de bacharelado em sistemas de informacao, de engenharia
da computacao e de licenciatura em informatica. A série é desenvolvida tendo em vista as
Diretrizes Curriculares do MEC e é resultante da experiéncia dos professores do Instituto de
Informatica e dos colaboradores externos no ensino e na pesquisa.

Os primeiros titulos, Fundamentos da matematica intervalar e Programando em Pascal XSC,
foram publicados em 1997 no ambito do Projeto Aritmética Intervalar Paralela (ArlnPar), fi-
nanciados pelo ProTeM - CC CNPg/Fase |l. Essas primeiras experiéncias serviram de base para
os volumes subsequentes, 0s quais se caracterizam como livros-texto para disciplinas dos
cursos de computacao e informatica.

Em seus titulos mais recentes, a série Livros didaticos tem contado com a colaboracao de pro-
fessores externos que, em parceria com professores do Instituto, estao desenvolvendo livros
de alta qualidade e valor didatico. Hoje a série esta aberta a qualquer autor de reconhecida
capacidade.

O sucesso da experiéncia com esses livros, aliado a responsabilidade que cabe ao Instituto
na formacao de professores e pesquisadores em computacao e informatica, conduziu a
ampliacao da abrangéncia e a institucionalizacao da série.

Em 2008, um importante passo foi dado para a consolidacao e ampliacao de todo o trabalho:
a publicacao dos livros pelo Grupo A, por meio da editora Bookman. Hoje sao 20 os titulos
publicados — uma lista completa encontra-se nas orelhas desta obra — ampliando a oferta aos
leitores da série. Sempre com a preocupacao em manter o nivel compativel com a elevada

qgualidade do ensino e da pesquisa desenvolvidos no ambito do Instituto de Informatica da
UFRGS e no Brasll.

Prof. Paulo Blauth Menezes
Comissao Editorial da Série Livros Didaticos

Instituto de Informatica da UFRGS
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prefacio

leoria da Computacao: Maquinas Universais e Computabilidade pretende servir como um li-
vro-texto para disciplinas dos cursos de bacharelado em ciéncia da computacao e em sistemas
de informacédo, engenharia da computacao e licenciatura em computacdo, de acordo com a
Diretrizes Curriculares do MEC. O enfoque adotado neste livro nao é histérico (cronolégico),
mas didatico, visando a construcao dos conceitos de teoria da computacao e ao desenvolvi-
mento do raciocinio abstrato.

Sao abordados os principais aspectos relativos a teoria da computacao de forma sistematiza-
da e acessivel, fornecendo meios para um correto entendimento e aplicacao dos conceitos de
procedimento efetivo, computabilidade e solucionabilidade de problemas.

Trata-se de um trabalho baseado na experiéncia docente em diversos semestres nos cursos
de bacharelado em ciéncia da computacao e de engenharia da computacao da Universidade
Federal do Rio Grande do Sul. O livro é destinado, principalmente, para um primeiro curso de
teoria da computacao, é autocontido e pode ser adotado como livro-texto. Ele possui tam-
bém um texto simples, exemplos detalhados e exercicios em niveis crescentes de raciocinio.

A carga horaria total recomendada é de 60 horas/aula e é suposto, como pré-requisito, ma-
tematica discreta. Em particular, a matéria matematica discreta € tratada em publicacdes
especificas desta mesma série:

Matematica Discreta para Computacao e Informatica, v. 16 — Paulo Blauth Menezes
Aprendendo Matematica Discreta com Exercicios, v. 19 — Paulo Blauth Menezes, Laira
Vieira Toscani & Javier Garcia Lopez

Baseado na experiéncia de 10 anos de utilizacao deste livro, nesta terceira edicao, o texto foi
completamente reestruturado em capitulos menores e com objetivos mais especiticos. Foram
incluidos novos exemplos e alguns detalhamentos visando a complementar e aprofundar con-
ceitos fundamentais de teoria da computacéo. E, ainda, os exercicios foram complementados
com questdes objetivas desenvolvidas e testadas.
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Comparando esta edicao com a anterior, os seis capitulos foram redistribuidos em 10 capitu-
los, como segue:

B o capitulo inicial permaneceu com a mesma estrutura;

B 0 segundo capitulo fol desmembrado em dois capitulos, sendo que um aborda os con-
ceitos fundamentais e outro apresenta o algoritmo de verificacao de equivaléncia forte de
programas monoliticos;

B o terceiro capitulo foi reestruturado e subdividido em quatro capitulos, um para a maquina
Norma, um para a maquina de Turing, um para maquinas universais e hipdtese de Church
e outro que apresenta os demais modelos de maquinas universais estudados;

B no quarto capitulo, das funcdes recursivas, optou-se por uma reformulacao conceitual, na
qual se aprofundou nos formalismos de Kleene e de Church (calculo Lambda) em detri-
mento de outros formalismos;

B no quinto capitulo, houve uma reformulacdo da forma como os contetdos sao explora-
dos, resultando em um texto mais direto e objetivo, deixando mais evidente a técnica de
Investigacao da solucionabilidade de um problema;

B no capitulo final, as conclusées proporcionam uma reflexao abrangente sobre abstracao,
formalizacdo e demonstracdao da computabilidade e dos limites do que pode ser efetiva-
mente resolvido em um computador.

Tal reestruturacao, somada a nova diagramacao, propiciou um texto de melhor qualidade de
leitura e visualizacao, facilitando o aprendizado e a consulta.

A sequir é apresentado um resumo de cada capitulo desta nova edicao:

Capitulo 1 - Introducao. Inicia com uma breve histéria do surgimento e do desenvolvimen-
to dos conceitos, formalismos e resultados nos quais a teoria da computacao € baseada. Em
sequida, é apresentada a abordagem geral adotada nesta publicacao. Por fim, sao introduzi-
dos alguns conceitos basicos fundamentais que sao usados ao longo de todo o texto.

Capitulo 2 - Programas, maquinas e computacoes. Introduz a formalizacao das nocées
de programa e de maquina, 0s quals sao usados para construir as definicdes de computacao
e funcao computada. Em particular, sao estudados trés tipos de programas: monolitico, itera-
tivo e recursivo. Define-se o que é computavel em uma maquina e, baseadas em funcao com-
putada, sao apresentadas nocoes de simulacao e de equivaléncia de programas: programas
fortemente equivalentes, programas equivalentes (em uma maquina).

Capitulo 3 - Verificacao da equivaléncia forte de programas. Sao estudadas formas
de se determinar se dois programas, sob determinadas condicdes, sao ou nao fortemente
equivalentes. Mostra-se a existéncia de um algoritmo para decidir a equivaléncia forte entre
programas monoliticos. E, como todo o programa iterativo possui um programa monolitico
fortemente equivalente, o mesmo pode ser afirmado para programas iterativos. Porém, até
o momento, nao é conhecido se o problema da equivaléncia forte de programas recursivos €
solucionavel. O algoritmo apresentado foi inicialmente desenvolvido por R. Bird.
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Capitulo 4 - Maquina de registradores — Norma. Sao introduzidas as maquinas de re-
gistradores e, em especial, a maquina Norma, que possul trés tipos de instrucdes (ad, sub
e zero) sobre registradores naturais. Sao apresentadas também evidéncias internas de que
Norma é uma maquina universal. E especialmente interessante observar como uma maquina
tao simples e rudimentar pode ser tao poderosa.

Capitulo 5 - Maquina de Turing. Estuda a maquina de Turing, um dos modelos mais utili-
zado como formalizacao de algoritmo. Trata-se de um modelo que formaliza a ideia de uma
pessoa que realiza calculos. Duas das abordagens da maquina de Turing sao apresentadas:
reconhecimento de linguagens e processamento de funcdes. Também sao apresentadas algu-
mas evidéncias de que se trata de uma maquina universal.

Capitulo 6 — Maquinas universais e hipotese de Church. Caracteriza o conceito da
maquina que simula todas as outras maquinas e que permite que todo problema computavel
seja nela implementado. E apresentada a tese de Church, a qual supde que o limite maximo
do que é computavel pode ser expresso como um algoritmo implementado em uma maquina
de Turing. Como a nocao de algoritmo é intuitiva, a tese nao é demonstravel, sendo aceita
(suposta) como verdadeira. Corroboraram para isso algumas evidéncias externas e internas,
como a verificacdao de que as maquinas de Turing e Norma sao equivalentes e a constatacao
de que as modificacdes sobre a maquina de Turing apresentadas nesse capitulo nao ampliam
a classe das funcdes computadas. Como ilustracao, é mostrada a equivaléncia entre os forma-
lismos maquina de Turing e maquina Norma, por meio da simulacao reciproca de programas
da maquina de Turing na maguina Norma e de programas da maquina Norma na maquina
de Turing.

Capitulo 7 - Outros modelos de maquinas universais. Apresenta os formalismos da
maquina de Post, da maquina com pilhas e do autdmato com pilhas. O primeiro é baseado
em uma estrutura de dados tipo fila, e os demais constituem uma familia de maquinas com
poder ou capacidade computacional distintos. A caracteristica de duas pilhas é suficiente
para atingir um poder computacional equivalente da méaquina de Turing. E apresentado, ain-
da, o formalismo de maquinas nao deterministicas, que produzem resultados interessantes
comparando-as com suas versoes deterministicas.

Capitulo 8 — Func¢oes recursivas. Apresenta o estudo de dois formalismos denotacionais
(funcionais) do tipo recursivo (permite a definicao de uma funcao em termos de si mesma)
denominados: funcdes recursivas de Kleene e calculo Lambda. O desenvolvimento de tais
formalismos tem como objetivo formalizar a nocao intuitiva de funcao computavel. O fato
de que as classes das funcdes Turing-computaveis, as funcdes recursivas de Kleene e as fun-
codes Lambda-computaveis sao iguais reforca a tese de Church em termos de credibilidade,
fortalecendo-a como hipotese para toda a ciéncia da computacao classica.

Capitulo 9 - Computabilidade. Apresenta técnicas de investigacao da solucionabilidade de
problemas, iniciando por um apanhado geral histérico da questdao, mostrando dificuldades
e resultados. Passa-se para a formalizacao da questdo, que inicia com a definicdo das classes



Xii - Prefacio

de solucionabilidade, de problemas de decisao e de uma codificacao bijetora de programas
nos naturais. Como primeiro problema estudado, se aborda o problema da autoaplicacao,
que é utilizado em uma maquina de reducao para demonstrar o problema da parada. Usando
as propriedades da solucionabilidade, mostra-se que o problema de deteccao universal de
loops (problema da ndo parada — complemento do problema da parada) € ndo computavel.
llustra-se, ainda, pelo problema da correspondéncia de Post, a técnica de investigacao da
solucionabilidade.

Capitulo 10 — Conclusoes. Apresenta um resumo dos conceitos fundamentais desenvol-
vidos ao longo do livro, visando a uma reflexao abrangente sobre abstracao, formalizacao e
iInvestigacao de solucionabilidade e dos limites do que pode ser efetivamente resolvido em um
computador, do que € computavel.

Observa-se que algumas questdes correlatas ao estudo de teoria da computacao muitas vezes
sao desenvolvidas no escopo da teoria da computacao como:

B Para um dado problema ou algoritmo, quais os recursos necessarios (esforco exigido) para
computa-lo? Eventualmente, tais recursos podem ser muito grandes, tornando a tarefa
Impraticavel?

B No universo dos problemas com solucao, podem-se estabelecer classes ou hierarquias de
problemas nas quais certas propriedades sao verificadas sempre, como por exemplo a exis-
téncia de um algoritmo que possa ser aplicado a todos os problemas da classe; operacoes
fechadas sobre problemas/algoritmos da classe (compondo problemas/algoritmos poten-
cialmente mais complexos a partir de problemas mais simples)?

Entretanto, com o objetivo de manter o foco deste livro, preferiu-se nao diversificar nem abrir
muito o tema. Estas perguntas sao tratadas em publicacbes especificas desta série, as quals

complementam este livro, respectivamente:

Complexidade de Algoritmos, v. 13 — Laira Vieira Toscani & Paulo A. S. Veloso
Linguagens Formais e Autébmatos, v. 3 — Paulo Blauth Menezes

Em particular, a notacao e os formalismos adotados sao consistentes com os dos livros Lin-
guagens Formais e Autbmatos e Matematica Discreta para Computacao e Informatica.

Os autores agradecem:

B 30s colegas do Departamento de Informatica Tedrica do Instituto de Informatica da UFRGS,
onde este livro foi elaborado e, em especial, aos professores Laira Vieira Toscani, Leila Ribel-
ro e Vanderlei M. Rodrigues (In Memoriam);

B 20s bolsistas Caroline Cintra, Thiago Moesch, Ingrid Mito e Aline Malanovicz pelo trabalho

de edicao e correcao do texto (primeira edicéo);

a Maria Lucia Menezes pelas figuras e ilustracoes;

ao CNPq, a CAPES e a FAPERGS pelos auxilios financeiros aos projetos de pesquisa que

viabilizaram a realizacao deste e de outros trabalhos;

a0s NOSsSOSs amigos e colegas;

ao Instituto de Informatica da UFRGS, que tem apoiado a série Livros Didaticos.
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Em especial, para esta terceira edicao, os autores agradecem as pessoas a seguir, as quais
devem se considerar nominalmente citadas:

B 2 todos os colegas professores que tém adotado nosso livro em suas aulas e que nos reme-
teram sugestdes e contribuicdes diversas. Espera-se ter suprido as expectativas;

B 30s nossos alunos e ex-alunos, que sempre foram criticos e ajudaram no aperfeicoamento
do texto e dos exercicios.

Por fim, um agradecimento muito especial a nossa querida mestra, colega e parceira, a pro-
fessora Laira Vieira Toscani. Espera-se que essa parceria dé novos frutos, como novos livros.

Tiaraju Asmuz Diverio
Paulo Blauth Menezes
2011



Esta pagina foi deixada em branco intencionalmente.



] ~—* introducdo

B R I s e 22
=] o T 1 e 1= Vo 1= o o TP 25
B T R s e o e B e s AR en B e e sl 25
(o0 8 ol {113 o 13 29
I T e e e A L e, 30

O ~—* programas, maquinas e computacoes

200 TRORGIIRIEE «verevcremvvemmmemssrsaes s TR TR T e 37
I I R o 1o (L) L T — 40
2.1.3 DPIOGIATNIG FBCUIBIVD. .. coeanssmsnsmsnnsnsmsssiisssansssssnns tassssmsnsssssansassnfasarnansss 43
MACGUINGS .eueeeiesrnrerrarasrasernssssasasssrsssssessssssasssssssssnssssssasssssssssssnssssssasnnsnsens 45
computacoes e funcoes computadas ........ccoveeiviiniiiiisn i s 48
P95 T SR o0 1 ¢ | 01U 1 2= ot [ TP 48

2.3.2 funcao computada........ocoeiiiiiiiiiiri 54



16

Sumario
equivaléncias de programas € MAQUINGAS ......c.ccceeeurerenrererrnreressnrassaresnnss 57
2.4.1 equivaléncia forte de programas.........ccceveereiiiirerenerreier e aneeans 58
2.4.2 equivaléncia de programas .......ccocceeeirrriuiireniriirs s 65
e o (T e e T s | ] LI T——— 66
COMYC IS ORS o nunscinnsisisns sy ermm s s s RS S R R A R A A N SR BB NS 67
3| o L P R 68

codificacao de conjuntos estruturados .......cccoeveieiiiiiiiire e, 105
definicao da magquina NOrma ........cccceiieieiiiiiiirrer s e ss s s s ran s snses 108
magquina Norma como maquina universal ........ccccvevveimrinrersrereenenns 110
4.3.T operacies @ 1estes......coiiiiiiiii e 110
T s L L0 T —— 115
4.3:3 0005 CSIIUTUTITOS corwsssyow s s s ey S Sy s 117
4.3.4 enderecamento INAIreto € reCUrSa0.......ccoceeeererrenrenrencrereenrenrennennes, 120
4.3.5 cadelas de Caracteres .......ccocciiiiiiiiiiiiiiii i 121
o 0] 5 T ef [0 1Y o 13 121

R S i e e e e e e i s 122



Sumario 17

—1 ~—* maquina de Turing

BERB  NOGA0 iNtUItIVA.....cieercc e 133
BEFI NOCA0 COMO MAQUING ...cocveeeresrsces s s 133
BEE mModelo formal ... 134
m magquinas de Turing como reconhecedores de linguagens ................. 137
m magquinas de Turing como processadores de funcgoes........c.coeevnenrnnen. 143
m SO R REE o v el e B e L R e e e e i A 149
EXOTCHCIOS . 1. vereersrererarsssesrersssessassseeeessseeeeessaeeasasenesasassessassanenseasnnesssnnnes 150

B -— maquinas universais e hipétese de Church

equivaléncia entre as maquinas de Turing e Norma.......cc.cceevevevenrennnns 159
modificacoes sobre a maquina de TUriNg........ccoiieiiiiiiirc e enn JAT2
6.2.1 maquina de Turing nao deterministica........cccoevireiiiiieiriiiicriienennn, 172
6.2.2 maquina de Turing com fita infinita a esquerda e a direita............. 173
6.2.3 maquina de Turing com multiplas fitas .......cccoeviviiiiiiiiiiceeeeen, 173
6.2.4 outras modificacdes sobre a maquina de Turing ........ccceevvvvevennnenn. 174
DO TESE IO K N MUITCEY i smsinnsimsinnmse s omsnsh s w s S A A SR A S R S A AN 175
NN I OB o oo K R S A AN R A R AR R SR AW AR A AR 175

g n L5 L —————— 176




18 Sumario

maquinas NA0 deterministiCas......cvcviiiiiiiiiiisisii s ra s s aa s 201
hierarquia de classes de maquINas .........cccciiiiiircciicrr s e eee 202
o T L 205
S Lol o 205

dh -—* funcdes recursivas

BRI funcoes recursivas de Kleene.........cocciccccinenncscscsssc s 215
8.1.1 sUbstIUICAO COMPOSICIONGL. .. civicvv st 216
8:.1:2 recursan primiliVa s s S e S R R s 214
< 0 I T o 0110 11 2 1= Tt= o 218
8.1.4 funcao recursiva parcial etotal ......cooveereriiii, 221
calculo Lambda....... i e 223
8.2.1 aspectosgerais docalclo Lambaa......ccuvnnnanimsmsmeiives 223
822 IINGUATENT LAMNBDITIA i cnvmes e e sy i sa s s s 224
8.2.3 variavel livre e substituiCa0 ........cveiiiiiic e 226
8.2.4 CAlCUIO LAMDUA....ocivcoiiieirmisismsrssssminsussnsssmnsrsnsssssamunsinssvasarinnassness 229
8:2.5 HPO5de OACUOS DASICDS ovsussvisiismmssyin s sy i s s R s 231
8.2.6 recursan e ponto 10 :cummsismmmms i reass iesr re R e Rs 234
8.2.7 calculo Lambda e computabilidade........ccooeoveiriiiiiiiiee, 235
BEEJ funcoes recursivas e ciéncia da computagao.........ovuvreeerersssssesesssaean. 237
8.3.1 Importancia das fUNCOES reCUISIVAS.......cc.vveererrieerrrnernreererneeeenennes 237
8.3.2 linguagem de programacao funcional ..........c...cooriiiiiiiiiiininnnnn. 238

m 6|50 5 b T LS R L0 Lo LA | SO OO S O 11 0 SUUMORNRRL Lo L .| SO, RO 240
m ) =] [ 1 240



Sumario 19

O] -— computabilidade

BERB classes de solucionabilidade de problemas..........cccoeurceninsiecsnnnnenne. 250
BEFI problemas de decisao........cceirurrcicmrersenissnsses s 251
BEEN codificacdo de programas ..........ccmeccsenessssssssnsssssss e 252
BEXW problema da autoaplicagao ........cemrerucererucssesssssssss s 253
BEET mMaquina de redugao.........ceeeummccnmnsssenesssss s 256
m Problema da Paradad ... s s sre s s sasuuns 258
outros problemas de decCiSa0.......ccciiiiiiiiiiiiii 259
m problema da correspondéncia de Post ... ccrr s 261
m propriedades da solucionabilidade ..., 266
m R R O e e B e M i s A 269
m (=)= of ol o 13 269

100 -—* conclusoes

resumo dos PrinCipails CONCEITOS ......cvvveimiruruniirrrrrrr s e sarassasans 277

contribuicoes da teoria da computacao........ccccviiiiiiiiiiiicc e, 279

-—+ |eituras sugeridas

-—* fndice






capitulo

Introducao

\'-._ r .
\

A ciéncia da computacao é o conhecimento sistematizado

da computacao. Sua origem é milenar, tendo se desenvolvido
em diferentes regioes e épocas. A teoria da computacao

e a base fundamental da ciéncia da computacao.
Desenvolvida independentemente do estudo do computador
(hardware e software) como se conhece hoje,

objetiva responder algumas perguntas:

O que é uma solucdo computavel?

Quais sdo os limites do que pode ser computado?

Existem problemas sem solucao computacional?

Este capitulo comeca com um breve historico do surgimento
e desenvolvimento da teoria da computacao,

Introduz alguns dos principais conceitos e resultados

sobre os quais todo o estudo é construido

e apresenta a abordagem adotada nesta publicacao.
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“"Ha um teorema conhecido que diz que qualquer computador
é capaz de emular qualquer outro computador”

Astronauta Frank Poole

ao explicar o principio usado por Halman (computador HAL/astronauta Bowman)
para impedir o Mondlito de executar qualquer ordem que ameacasse a humanidade

Do livro 3001 : a odisséia final - Arthur C. Clarke (1997),
da série iniciada pelo livro 2001 - uma odisséia no espaco

Este capitulo inicia com uma breve histéria do surgimento e do desenvolvimento dos con-
ceitos, formalismos e resultados nos quais a teoria da computacao é baseada. A sequir, €
apresentada a abordagem geral adotada nesta publicacao. Por fim, sao introduzidos alguns

conceitos basicos que sao usados ao longo de todo o texto.

1.1 -—% notas historicas

A ciéncia da computacao € o conhecimento sistematizado da computacao. Sua origem €
milenar, tendo se desenvolvido em diversas regioes e momentos ao longo da historia da hu-
manidade, com destaque para culturas como Mesopotadmia, Egito, Grécia, Babilonia, India,
China, Roma e Império Asteca. O interesse atual possui duas énfases: fundamentos e modelos
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computacionais (énfase tedrica) e projeto de sistemas computacionais (énfase pratica), apli-
cando a teoria a pratica. Assim, a énfase tedrica independe de instrumentos ou maquinas de
computacao e suas tecnologias e, portanto, independe de computadores (hardware e soft-
ware) como sao conhecidos hoje. Ou seja, computador é apenas uma instancia tecnoldgica
de alguns conhecimentos da énfase pratica da ciéncia da computacao.

Ao longo da histdria da ciéncia da computacao, algumas perguntas se destacaram nos estu-
dos desenvolvidos, como:

B O que € uma solucao computavel?
B Quais sao os limites do que pode ser computado?
B Existem problemas sem solucao computacional?

Tais perguntas caracterizam em grande parte o escopo da teoria da computacao. Assim, a teo-
ria da computacao estuda modelos de computacao suficientemente genéricos para especificar
qualquer funcado computavel, bem como explora os limites do que pode ser computado.

Antecipando algumas respostas, existem problemas ndo computaveis! De fato, o cardinal
(quantidade) dos problemas computaveis € muito inferior ao dos nao computaveis. Informal-
mente, no universo dos problemas, “poucos” problemas sao computaveis, o que contradiz a
Intuicdo comum.

No inicio do século XX, ocorreu um grande impulso nas pesquisas, com o objetivo de definir
um modelo computacional suficientemente genérico, capaz de implementar qualquer fungao
computavel base para viabilizar a exploracao dos limites do que pode ser computado.

Um importante marco da teoria da computacao é o trabalho do matematico alemao David
Hilbert (1862~1943), denominado de problema de decisao (também conhecido como
Entscheidungsproblem), proposto como um dos desafios para o século XX e formalizado
em 1928 como segue:

encontrar um algoritmo que recebe como entrada a descricdo de uma linguagem formal
e uma sentenca nesta linguagem e tem como saida “verdadeiro” ou “falso” dependendo
se a sentenca de entrada é verdadeira ou falsa.

Este problema é frequentemente identificado com o problema de decisao da |6gica de pri-
meira ordem (no qual a quantificacao é restrita as variaveis que denotam elementos de con-
juntos), ou seja, determinar algoritmicamente se uma sentenca na l6gica de primeira ordem
é valida ou nao. A procura de Hilbert por tal procedimento se justifica pelo fato de que ele
acreditava que todo problema bem definido poderia ser resolvido. De fato, até 1930, ele acre-
ditava que nao existia problema sem solucao.

Em 1931, o matematico austriaco naturalizado americano Kurt Gédel (1906~ 1978) publicou
o trabalho denominado de incompleteness theorem (teorema da nao completude), demons-
trando que qualquer sistema axiomatico que define a multiplicacao e a adicdo no conjunto
dos numeros naturais nao pode ser simultaneamente completo e consistente: se é consisten-
te, existem proposicdes que nao podem ser verificadas nesta axiomatizacao (incompleto); se
for completo, nao podera validar a si mesmo, (inconsistente) (Godel, 1965). Uma caracteris-
tica importante do trabalho de Godel é o uso dos numeros naturais para codificar férmulas
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|6gicas, ou seja, uma enumeracao das mesmas. Possivelmente, foi o primeiro a identificar um
formalismo para definir a nocao de procedimento efetivo.

Entretanto, para responder o problema de decisao de Hilbert, era necessario formalizar a defi-

nicao de algoritmo, o que foi feito em 1936 independentemente pelo matematico americano
Alonzo Church (1903~1995) e pelo matematico britanico Alan Turing (1912~1954).

Alonzo Church usou dois formalismos para mostrar que o problema de Hilbert ndo tem solucao:

B calculo Lambda (Church, 1936);
B funcdes recursivas (Kleene, 1936).

De fato, a equivaléncia de ambos os formalismos foi verificada por Kleene (1956), levando
Church a sugerir o que é conhecido como a tese de Church:

lais formalismos sdo caracterizacées tdo gerais da nocao do efetivamente computavel
quanto consistentes com o entendimento intuitivo usual (Church, 1936).

A tese de Church ndo é demonstravel, pois é fundamentada em uma nocéo intuitiva (ndo
formal) de o que é efetivamente computavel (algoritmo). Como todas as evidéncias indicavam
ser verdadeira, fol assumida como uma hipodtese para toda a teoria da computacao, razao
pela qual também é conhecida como hipdtese de Church.

Independentemente de Church, Alan Turing propds, em 1936, um formalismo para a re-
presentacao de procedimentos efetivos. O trabalho de Turing € particularmente significativo
por ter sido o primeiro a identificar programas escritos para uma “maquina computacional”,
como nocodes intuitivas do efetivamente computavel. A maquina de Turing € um formalismo
muito simples, universalmente conhecido e provavelmente o mais usado como modelo ted-
rico de computacao. A intencao do modelo fol simular, tanto quanto possivel, as atitudes
humanas relacionadas a computacao. O resultado fol uma fundamentacao tedrica para o
desenvolvimento do computador como se conhece hoje.

Desde entao, muitos outros formalismos foram propostos, os quais comprovadamente pos-
suem (no maximo) o mesmo poder computacional das funcdes recursivas ou do calculo
Lambda, como, por exemplo:

maquina de Turing (1936);

maquina Norma (1976)

sistema candnico de Post (1943);

algoritmo de Markov e linguagem Snobol (1954);
maquina de registradores (1963);

RASP (Random Access Stored Programs - 1964).

Assim, define-se programa como sendo um procedimento efetivo, ou seja, que pode ser

descrito usando qualquer formalismo equivalente aos citados acima. Ou seja, qualquer destes
formalismos permite descrever todos os procedimentos possivels que podem ser executados
em um computador.
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A abordagem desta publicacao desenvolve os principais aspectos da teoria da computacao
combinando abordagens histéricas com abordagens proximas dos sistemas de computadores
modernos. O objetivo é permitir um facil entendimento e associacao dos problemas abstratos
com o0s problemas tipicos da ciéncia da computacao atual. Assim, por exemplo, questdes
como programas € maquinas ficam claramente caracterizadas e diferenciadas e sao adequa-
damente tratadas no contexto de maqguinas universais, juntamente com modelos tradicionais
como a maquina de Turing.

Assim, busca-se uma forma de tratar a teoria da computacao que efetivamente contribua na
formacao de profissionais em computacao, propiciando um equilibrio entre o lado tedrico-
-formal, necessario para o adequado desenvolvimento desta e de outras matérias correlatas, e

o lado aplicado, permitindo uma correta visualizacao de como usar os conceitos e resultados
estudados.

Parte desta abordagem voltada para os sistemas computadores atuais € inspirada, entre ou-

tros, no trabalho de Richard Bird (1976) em Programs and Machines - An Introduction to the
Theory of Computation.

1.3 -—% conceitos basicos

Linguagem € um conceito fundamental no estudo da teoria da computacao, pois se trata
de uma forma precisa de expressar problemas, permitindo um desenvolvimento formal ade-
quado ao estudo da computabilidade. Mais precisamente, em capitulos subsequentes, sera
estudada a solucionabilidade de um problema, analisando-a como a investigacao da existén-

cia de um algoritmo que determine se uma palavra pertence ou nao a linguagem que traduz
esse problema.

O dicionario Aurélio define linguagem como:

O uso da palavra articulada ou escrita como meio
de expressao e comunicacao entre pessoas (Ferreira, 1984).

Entretanto, esta definicdo nao é suficientemente precisa para permitir o desenvolvimento
matematico de uma teoria baseada em linguagens.

De fato, linguagem é um dos conceitos mais fundamentais em computacao e informatica.

Entretanto, para definir inguagem é necessario antes introduzir os conceitos de alfabeto e de
palavra ou cadeia de caracteres.

As definicbes que seguem sao construidas usando como base a nocao de simbolo ou caracte-

re. Portanto, esta é uma entidade abstrata basica, nao sendo definida formalmente. Letras e
digitos sao exemplos de simbolos frequentemente usados.



26 + Teoria da Computacao: Maquinas Universais e Computabilidade

definicao 1.1 — Alfabeto
Um alfabeto € um conjunto finito de simbolos ou caracteres. a

Portanto:

B um conjunto infinito ndo é um alfabeto;
B 0 conjunto vazio € um alfabeto.

exemplo 1.1 — Alfabeto
E Os seguintes conjuntos sédo exemplos de altabetos:

{a,b,c}
@ (conjunto vazio)

‘b | Os seguintes conjuntos ndo s&o exemplos de alfabetos (por qué?):

N (conjunto dos nimeros naturais)
{ a, b, aa, ab, ba, bb, aaa,... } B

exemplo 1.2 — Alfabeto: linguagem de programacao

O alfabeto de uma linguagem de programacao como Pascal é o conjunto de todos os simbo-
los usados na construcao de programas, incluindo:

m |etras;

B digitos;

B caracteres especials como “>", “/", etc,;

B espaco ou “branco”. 3

Ao longo de todo o texto, é usado, com frequéncia, um alfabeto binario (no caso, o alfabeto
{ a, b }) pois, além de manter uma perfeita analogia com a representacao interna dos com-
putadores reais (0 dominio de valores de um bit € binario), a manipulacdo de poucos simbolos
simplifica as diversas abordagens desenvolvidas.

definicao 1.2 — Cadeia de simbolos, palavra
Seja 2 um alfabeto. Entao:

' a | Uma cadeia de simbolos sobre X é uma sequéncia de zero ou mais simbolos (de X) justa-
pOstos;

'b| Uma palavra sobre = é uma cadeia finita de simbolos de X. a

Portanto, uma cadeia sem simbolos € uma palavra valida, e:

g denota a cadeia vazia ou palavra vazia.

definicao 1.3 — Comprimento, tamanho de uma palavra

O comprimento ou tamanho de uma palavra w, representado por |w|, é o nimero de
simbolos que compdem a palavra. Portanto, para um dado alfabeto X, comprimento € uma

funcao com dominio em Z£* e codominio em N. 3
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exemplo 1.3 — Comprimento de uma palavra
al |abchb| =4
b |[¢| =0 J

definicao 1.4 — Prefixo, sufixo, subpalavra

Um prefixo (respectivamente, sufixo) de uma palavra é qualquer sequéncia inicial (respectiva-
mente, final) de simbolos da palavra.

Uma subpalavra de uma palavra é qualquer sequéncia de simbolos contiguos da palavra. 1

exemplo 1.4 — Palavra, prefixo, sufixo, subpalavra

'a| abcb é uma palavra sobre o alfabeto { a, b, ¢ }
b | Em relacao a palavra abcb, vale que:

e, a, ab, abc, abcb sdo todos os prefixos;
e, b, cb, bcb, abcb sao todos os sufixos;
¢ | Qualquer prefixo ou sufixo de uma palavra é uma subpalavra;

d | Para a palavra aa, o conjunto de todos os prefixos, de todos os sufixos e de todas as
subpalavras é o0 mesmo:

{e,a,aa} u
exemplo 1.5 - Palavra: linguagem de programacao

Em uma linguagem de programacao como Pascal, uma palavra € um programa. u

definicao 1.5 — Conjunto de todas as palavras

Seja £ um alfabeto. Entdao o conjunto de toda as palavras £* é indutivamente definido como
seque:

a | Base de inducao.

g e X"
para qualquer x € X, vale x € X*
b | Passo de inducao.

Se u e v sao palavras de ¥,
entao a justaposicao u v é uma palavra de £* u

Portanto, uma definicao alternativa para palavra sobre um alfabeto X € qualquer elemento w
de ¥, ou seja:

wEX*

exemplo 1.6 — Conjunto de todas as palavras
SeX ={a, b} entio:

>T = {a, b, aa, ab, ba, bb, aaa,... }
>*={¢ a, b, aa, ab, ba, bb, aaa,... } d
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definicao 1.6 — Linguagem formal

Uma linguagem formal, ou simplesmente linguagem L, sobre um alfabeto £ é um conjunto
de palavras sobre Z, ou seja:

LCX* o

exemplo 1.7 — Linguagem formal

'a | O conjunto vazio & e o conjunto formado pela palavra vazia { € } sao linguagens sobre
qgualquer altabeto. Obviamente, vale que:

D={c}
‘b | Os conjuntos =* e =¥ sdo linguagens sobre um alfabeto = qualquer. Obviamente, vale
que:
P 0 BF

' € | Suponha o alfabeto 2 = { a, b }. Entado, o conjunto de palindromos (palavras que tém a
mesma leitura da esquerda para a direita e vice-versa) sobre £ € um exemplo de lingua-
gem infinita. Assim, sao palavras desta linguagem:

e, a, b, aa, bb, aaa, aba, bab, bbb, aaaa,... |

exemplo 1.8 — Conjunto de todas as linguagens sobre um alfabeto
O conjunto de todas as linguagens sobre um alfabeto X é o conjunto das partes de £*, ou
seja:

2= 0
exemplo 1.9 - Linguagem formal: linguagem de programacao

Uma linguagem de programacao como Pascal € formalmente definida pelo conjunto de todos
os programas (palavras) da linguagem.

definicao 1.7 — Concatenacao de palavras

A concatenacao de palavras, ou simplesmente concatenacdo, é uma operacao binaria, defi-
nida sobre uma linguagem, a qual associa a cada par de palavras uma palavra formada pela
justaposicao da primeira com a segunda.

Uma concatenacao é denotada pela justaposicao dos simbolos que representam as palavras
componentes. A operacao de concatenacao satisfaz as seguintes propriedades (suponha v,
w, t palavras quaisquer):

E Associativa.

viw t) = (vw)t
E Elemento neutro.

EW=W=WE =

Como a concatenacao de palavras é uma operacao associativa, é usual omitir os parénteses.
Assim, v(w t) ou (v w)t pode ser denotado simplesmente por v w t.
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exemplo 1.10 — Concatenacao de palavras
Suponha o alfabeto £ = { a, b }. Entdo, para as palavras v = baaaa e w = bb, vale que:

v w = baaaabb
ve=vV=baaaa )

definicao 1.8 — Concatenacao sucessiva de uma palavra
A concatenacdo sucessiva de uma palavra (com ela mesma), ou simplesmente concatenacao
sucessiva, representada na forma de um expoente (suponha w uma palavra):

n

w" onde n é o numero de concatenacdes sucessivas

é definida indutivamente a partir da operacao de concatenacao binaria, como segue:
wl =¢

w" =ww", paran>0 EI

exemplo 1.11 — Concatenacao sucessiva

SejJam w uma palavra e a um simbolo. Entao:

wl=www
w! =w
a® = aaaaa
n . r :
a"' = aaa...a (osimbolo a repetido n vezes) N

1.4 -—+ conclusdes

A origem do estudo da computacao é milenar e se desenvolveu em diversas épocas e culturas,
objetivando responder questdes como:

B O que é uma solucao computavel?
B Quais sao os limites do que pode ser computado?
B Existem problemas sem solucao computacional?

Foi a partir do século XX que importantes contribuicdes ocorreram, com destaque para
os trabalhos de Hilbert (problema de decisdao), de Church (calculo Lambda e hipdtese de
Church) e de Turing (maquina de Turing e problema da parada). Assim, o estudo da teoria da
computacao independe do estudo do computador (hardware e software) como se conhece
hoje. Por outro lado, € uma base fundamental para qualquer estudo atual em ciéncia da
computacao.

Neste capitulo, também, foram introduzidos alguns dos principais conceitos sobre os quais
todo o estudo é construido, como alfabeto, palavra e linguagem formal.
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1.5 -—3 exercicios

exercicio 1.1 Elabore uma linha de tempo sobre o desenvolvimento do conceito de funcao
computavel.

exercicio 1.2 Em que se consistia o problema de Hilbert — Entscheidungsproblem e por que
ele é sem solucao?

exercicio 1.3 Qual a importancia da tese de Church e por que ela nao é demonstravel?

exercicio 1.4 Marqgue os conjuntos que sao alfabetos:

Conjunto dos numeros inteiros

Conjunto dos numeros primos

Conjunto das letras do alfabeto brasileiro
Conjunto dos algarismos arabicos
Conjunto dos algarismos romanos
Conjunto{a, b,c,d}

Conjunto das partesde { a, b, c }
Conjunto das vogais

Conjunto das letras gregas

~| 7@+ [0]a/n]o] ]

exercicio 1.5 Apresente o0s possivels prefixos e sufixos de cada uma das seguintes palavras:

teoria
universidade
aaa

abccba
abcabc

LIENRCIC)

exercicio 1.6 Exemplifique, comprovando ou negando as seguintes propriedades algébricas
da operacao de concatenacao de palavras:

Total (suponha a operacao definida sobre uma determinada linguagem);
Comutativa;

Elemento neutro;

Associativa;

Elemento absorvente, genericamente definida como segue: para uma dada operacao
binaria @ sobre um conjunto A, afirma-se que a operacao @ possui elemento absorvente
se existe a € A tal que, para qualquer x € A vale que:

o an oo

a@dx=x@da=a

|ﬂ Elemento inverso, genericamente definido como segue: para uma dada operacao binaria
@ sobre um conjunto A, afirma-se que a operacao @ possul elemento inverso se possul
elemento neutro € e, para qualquer a € A, existe a € A tal que:

a@a=a®@a=¢
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exercicio 1.7 Quando se pode dizer que a estrutura algébrica da operacao de concatenacao
sobre uma linguagem é analoga a estrutura da operacao de adicao nos naturais?

exercicio 1.8 Analise as sequintes afirmacaoes:

O conjunto dos numeros primos é um alfabeto;
l. O conjunto das partes de {a, b, c} ndao € um alfabeto;
Il. O conjunto dos algarismos romanos se constitui em um alfabeto.

Marque a alternativa correta:

Apenas | e lll estao corretas;

Apenas | esta correta;

Todas as afirmativas estao corretas;

Todas as afirmativas estao erradas;

Nenhuma das alternativas anteriores esta correta.

oo n oo

exercicio 1.9 Todos os possiveis prefixos da palavra abccba sao:

{ a, ab, abc, abcc, abccb, abccba }

{ a, ba, cba, ccba, bccba, abccba }

{ a, ab, abc, abccb, abccba }

{ a, ba, cba, ccba, abccba }

Nenhuma das alternativas anteriores esta correta.

o/aln oo

exercicio 1.10 Em relacao a palavra abccba, marque a alternativa correta:

Os conjuntos de sufixos e de prefixos sao 0 mesmo;

O altabeto sobre o qual é gerada essa palavra s6 pode ser £ = {a, b, c¢};

Existem exatamente trés subpalavras que sao prefixos e sufixos ao mesmo tempo;
Existem exatamente duas subpalavras que sao prefixos e sufixos ao mesmo tempo;
Nenhuma das afirmativas anteriores esta correta.

m‘n.n oo
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capitulo

programas, maquinas e
computacoes

Programa (estrutura algoritmica) e maquina (semantica

para as operacoes e testes do programa) sao conceitos usados

para construir a nocao de computacao (o histérico da execucao do
programa em uma maquina) e de funcao computada. Trés

tipos de programas sao estudados: monolitico, iterativo e recursivo.

Duas relacoes de equivaléncia sao estudadas, ambas baseadas

na funcao computada, refletindo uma nocao de "programas

que fazem a mesma coisa“: programas fortemente equivalentes
(programas equivalentes em qualquer maquina) e programas equivalentes
em uma maquina. A equivaléncia forte de programas induz uma
hierarquia de tipos de programas: recursivos sao mais gerais

que os monoliticos os quais, por sua vez, sao mais gerais que os iterativos.
Analogamente, é estabelecida nocoes de equivaléncia de

maquinas, ou seja, se uma maquina simula a outra e vice-versa.
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Neste capitulo, é introduzida a formalizacao das nocdes de programa, de maquina, de com-
putacao e do que € computavel em uma maquina e de relacées entre formalismos, como
equivaléncia e simulacao.

Considerando que diferentes computadores podem ter diferentes arquiteturas e que os di-
versos tipos de linguagens de programacao aparecem em abundancia, a formalizacao dos
conceitos de programa e de maquina nao € baseada em qualquer linguagem ou computador
real. Assim, suas caracteristicas essenciais sao descritas em modelos matematicos simples,
permitindo um rapido entendimento de suas semanticas e facilitando a demonstracao de
resultados.

Inicialmente, é introduzido o conceito de programa, o qual pode ser visto como um conjunto
de operacoes e testes compostos de acordo com uma estrutura de controle. O tipo de estru-
tura de controle associada determina uma classificacao de programas como segue:

B monolitico: baseada em desvios condicionais e incondicionais;
B jterativo: possul estruturas de iteracao de trechos de programas;
B recursivo: baseado em sub-rotinas recursivas.

A seguir, € introduzido o conceito de maquina, a qual interpreta os programas de acordo com
os dados fornecidos. Uma maquina € capaz de interpretar um programa desde que possua
uma interpretacao para cada operacao ou teste que constitui o programa.

Para um dado programa e uma dada maquina (capaz de interpretar este programa), é pos-
sivel definir computacao e funcao computada. Uma computacao €, resumidamente, um his-
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térico do funcionamento da maquina para o programa, considerando um valor inicial. Uma
funcdo computada é uma funcao (parcial) induzida a partir da maquina e do programa da-
dos, a qual é definida sempre que, para um dado valor de entrada, existe uma computacao
finita (@ maquina para).

Funcdes computadas permitem introduzir algumas importantes nocées de equivaléncias de
programas e de maquinas como segue:

B programas fortemente equivalentes : se as correspondentes funcées computadas coinci-
dem para qualguer maquina;

B programas equivalentes: se as correspondentes funcdes computadas coincidem para uma
dada maquina;

B maquinas equivalentes: se as maquinas podem simular umas as outras.

Em relacao aos programas fortemente equivalentes , verifica-se que programas recursivos sao
mais gerais que 0s monoliticos, os quais, por sua vez, sao mais gerais que os iterativos, indu-
zindo uma hierarquia de tipos de programas.

2

Um programa pode ser descrito como um conjunto estruturado de instrucées que capacitam
uma maquina a aplicar sucessivamente certas operacdes basicas e testes sobre os dados ini-
ciais fornecidos, com o objetivo de transformar estes dados numa forma desejavel.

Portanto, um programa deve explicitar como as operacdes ou testes devem ser compostos,
Ou seja, um programa deve possuir uma estrutura de controle de operacdes e testes. Nas
linguagens de programacao atuals, existem varias formas de estruturacao do controle,
com destaque para as seguintes, as quais sao formalizadas adiante, na forma de tipos de
programas:

a Estruturacao monolitica. £ baseada em desvios condicionals e incondicionals, nao pos-
suindo mecanismos explicitos de iteracao, subdivisdo ou recursao;

b | Estruturacdo iterativa. Possui mecanismos de controle de iteracdes de trechos de progra-
mas. Nao permite desvios incondicionais;

E Estruturacao recursiva. Possui mecanismos de estruturacao em sub-rotinas recursivas. Re-

cursao € uma forma indutiva de definir programas. Também nao permite desvios incon-
dicionais.

Independentemente da estruturacao do controle, duas ou mais operacdes ou testes podem
ser compostos como segue:

\ a \ Composicao sequencial. A execucao da operacao ou teste subsequente somente pode ser
realizada apods o encerramento da execucao da operacao ou teste anterior;

mj Composicao nao deterministica ou escolha. A proxima operacao ou teste a ser executado
é uma escolha entre diversas alternativas de operacdes ou testes compostos (em oposicao
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a deterministica, na qual, para as mesmas condicdes, a proxima operacao ou teste a ser
executado é sempre 0 mesmo).

\ ¢ | Composicao concorrente. As operacoes ou testes compostos podem ser executados em
qualquer ordem, inclusive simultaneamente. Ou seja, a ordem de execucao € irrelevante.

Portanto, na modelagem de sistemas em geral, as trés formas de composicao devem ser
consideradas.

No caso especifico da teoria da computacdo, as composicdes sequencial e nao deterministica
sao especialmente importantes, e € nestas que o estudo € centrado. Como curiosidade, des-
taca-se que a composicao concorrente pode ser simulada usando a técnica de intercalacao
ou concorréncia falsa. Na intercalacao, uma concorréncia (verdadeira) € representada como
composicoes nao deterministicas de todas as combinacdes de composicao sequenciais possi-
veis, garantindo que a ordem de execucao é irrelevante.

A semantica do nao determinismo adotada em todo o texto que segue € a usual para a teoria
da computacdo, para as linguagens formais, bem como para os demais estudos correlatos, e
objetiva determinar a capacidade de resolver problemas. Ou seja, se existe uma escolha que
resolve o problema (mesmo que as demais nao tenham esta capacidade), entao se afirma que
0 programa resultante da composicao € capaz de resolver o problema.

Esta semantica do nao determinismo, detalhada ao longo do texto, difere, por exemplo, da
usualmente adotada no estudo dos modelos para concorréncia (e consequente aplicacoes
como, por exemplo, no estudo dos sistemas operacionais), e pode causar alguma confusao
com a semantica da concorréncia.

Para o estudo de programas, nao € necessario saber qual a natureza precisa das operacoes
e dos testes os quals constituem as instrucoes. Eles sao identificados pelos seus nomes. Por-
tanto, suponha que existam dois conjuntos de identificadores: de operacdoes e de testes. Eles
sao descritos por:

'a | Identificadores de operagoes.
F, F1' F2, F3, g G, G1, Gz, G3, At HlIr H1, Hz, H3, i
‘b | Identificadores de testes.

T, T, T ..

Note-se que um teste é uma operacao de um tipo especial, a qual produz somente um dos
dois possivels valores verdade, ou seja, verdadeiro ou falso, usualmente denotados por v e
f, respectivamente. Existe, ainda um tipo de operacao que ndo faz coisa alguma, denominada:

operacao vazia, denotada pelo simbolo ¢

No que segue, sao supostos conhecimentos basicos de programas.
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2.1.1 monolitico

Um programa monolitico é estruturado usando desvios condicionais e incondicionais, nao
fazendo uso explicito de mecanismos auxiliares de programacao que permitam uma melhor
estruturacao do controle, como iteracao, subdivisao ou recursao. Portanto, a l6gica é distribu-
ida por todo o bloco (mondlito) que constitul o programa.

Uma das formas mais comuns e tradicionais de especificar programas monoliticos &€ por meio
de fluxogramas. Informalmente, um fluxograma é um diagrama geomeétrico construido a par-
tir de componentes (fluxogramas) elementares denominados partida, parada, operacao e
teste, introduzidos na figura 2.1. No caso da operacao vazia ¢, o retangulo correspondente
a operacao pode ser omitido, resultando simplesmente em uma seta.

v v
D @ ] =

figura 2.1 Componentes elementares de um fluxograma.
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Cpartida)

>
Y

F

figura 2.2 Fluxograma.

exemplo 2.1 — Fluxograma

Um exemplo de fluxograma é apresentado na figura 2.2. Vocé é capaz de interpretar o fluxo
de controle representado? ]

Além da representacao diagramatica introduzida, um fluxograma pode ser denotado na for-
ma de texto, usando instrucées rotuladas. Como o proprio nome indica, cada instrucao rotu-
lada é identificada por um rétulo. Uma instrucao rotulada pode ser como segue:

‘

Operacao. Indica a operacao a ser executada seguida de um desvio incondicional para a
Instrucao subsequente;

leste. Determina um desvio condicional, ou seja, que depende da avaliacdo de um teste
para determinar qual a instrucao subsequente.

e —

No caso de um fluxograma denotado como um conjunto de instrucdes rotuladas, uma parada
é especificada usando um desvio incondicional para um rotulo sem instrucao correspondente.

exemplo 2.2 — Fluxograma como um conjunto de instrucdes rotuladas

O fluxograma da figura 2.2 pode ser traduzido pelo conjunto de instrucdes rotuladas repre-
sentado na figura 2.3, supondo que a computacao inicia pela instrucao correspondente ao
rotulo 1. Note-se que a parada é especificada usando um desvio para o rotulo 5. D
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faga F va para 2
se Ty entdo vad para 1 sendo va para 3
faca G va para 4

= W N =

se T, entdo va para 5 sendo va para 1
figura 2.3 Instrucdes rotuladas.

A definicao formal de programa monolitico é melhor descrita usando a notacao de instrucdes
rotuladas do que diagramas geométricos. Inicialmente, sao introduzidas as definicdes de ro-
tulo e instrucao rotulada.

definicao 2.1 — Rétulo, etiqueta, instrucado rotulada, instrucdo etiquetada

a | Um rétulo ou etiqueta € uma palavra sobre o alfabeto de letras ou digitos;

b | Uma instrucao rotulada ou instrucao etiquetada é uma cadeia de caracteres de uma das
duas formas a seguir (suponha que F e T sao identificadores de operacao e de teste, res-
pectivamente e que r,, r, e r, sdo rétulos):

b.1) Operacao.

r,: fagca F va_para r, ou
r,: faga ¥ vé& para r,
b.2) Teste.
r,: se | entdo vad para r, sendo va_para r, D

exemplo 2.3 — Instrucao rotulada
Na figura 2.3, as clausulas identificadas pelos rétulos 1, 2, 3 e 4 sao instrucdes rotuladas.

definicao 2.2 - Programa monoliticos
Um programa monolitico P € um par ordenado:

P=(I, r

onde:

a | I € um conjunto finito de instrucées rotuladas, sendo que nao existem duas instrucées
diferentes com um mesmo rétulo;

b | r é um rétulo distinguido denominado rétulo inicial que identifica a instrucao rotulada

inicial em I;
‘¢ | um rétulo é dito rétulo final se é referenciado por pelo menos uma instrucéo de I, mas
nao rotula qualquer instrucao de 1. J

Portanto, em um programa monolitico, o conjunto de instrucées rotuladas nunca é vazio,
pois sempre existe pelo menos a instrucao etiquetada pelo rétulo inicial.
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exemplo 2.4 — Programa monolitico
Sao exemplos de programas monoliticos:

'a| P, = (1, 1) onde I, é o conjunto constituido pelas instrugdes rotuladas 1, 2, 3 e 4 na
figura 2.3. Neste caso, 5 é um rétulo final;

'b|P,=({r,: faga ¥ va_para r, }, r,) onde r, é um rétulo final (qual o correspon-
dente fluxograma?). .

observacao 2.3 — Programa monolitico x fluxograma

Como um programa monolitico é definido usando a nocao de fluxograma, ambos os termos
sao Identificados e usados indistintamente. o

O mecanismo de composicao sequencial dado pelas instrucdes rotuladas é o tipo mais funda-
mental de controle de estrutura. E a estrutura bésica utilizada pela maioria das linguagens de
maquinas, bem como linguagens de baixo nivel, como linguagem de montagem (assembly),
e € incorporada de certa maneira a muitas linguagens de alto nivel.

2.1.2 programa iterativo

A nocao de programa com estruturas de controle iterativas tem sua origem na tentativa de
solucionar os problemas decorrentes da dificuldade de entendimento e manutencao de pro-
gramas monoliticos nos quais existe uma grande liberdade para definir desvios incondicionais,
ocasionando o que vulgarmente é conhecido como “quebras de l6gica”. A ideia basica é
substituir desvios incondicionais por estruturas de controle de ciclos ou repeti¢des resultando
em uma melhor estruturacao dos desvios. Estas nocdes deram origem ao que hoje € chamado
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de programacao estruturada e inspiraram uma nova geracao de linguagens de programacao,
como Pascal.

Programas iterativos sao baseados em trés mecanismos de composicao (sequenciais) de progra-
mas, 0s quais podem ser encontrados com variacdes em um grande numero de linguagens de
alto nivel, como, por exemplo, Algol, Pascal, C e Java. Esses mecanismos de composicao sao:

B sequencial: composicao de dois programas, resultando em um terceiro, cujo efeito é a
execucao do primeiro e, apos, a execucao do seqgundo programa componente;

B condicional: composicao de dois programas, resultando em um terceiro, cujo efeito é a
execucao de somente um dos dois programas componentes dependendo do resultado de
um teste;

B enquanto: composicao de um programa, resultando em um seqgundo, cujo efeito € a exe-
cucao, repetidamente, do programa componente enquanto o resultado de um teste for
verdadeiro.

Um mecanismo alternativo ao enquanto ¢é a seguinte composicao:.

B até: analoga a composicao enquanto, excetuando-se que a execucao do programa compo-
nente ocorre enquanto o resultado de um teste for falso.

definicao 2.4 — Programa Iiterativo

Um programa iterativo P € indutivamente definido como segue:

noT|

A operacao vazia ¢ constitui um programa iterativo;
Cada identificador de operacao constitui um programa iterativo;

Composicao sequencial. Se V e W sao programas iterativos, entdo a composicao sequen-
cial denotada por

V; W

resulta em um programa iterativo cujo efeito é a execucao de V e, ap0s, a execucao de W;
Composicao condicional. Se V e W sao programas iterativos e se T € um identificador de
teste, entdo a composicao condicional, denotada por

(se T entdo V sendo W)

resulta em um programa iterativo cujo efeito é a execucao de Vse T é verdadeiro ou W
se T é falso;

Composicao enquanto. Se V é um programa iterativo e se T é um identificador de teste,
entdo a composicao enquanto, denotada por

enquanto T faca (V)

resulta em um programa iterativo que testa T e executa V, repetidamente, enquanto o
resultado do teste for o valor verdadeiro. Caso contrario, a iteracao termina;
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Composicao até. Se V é um programa iterativo e se T € um identificador de teste, entao
a composicao até, denotada por

até T faca (V)

E

resulta em um programa iterativo que testa T e executa V, repetidamente, até que o
resultado do teste for o valor verdadeiro (ou enquanto o resultado do teste for o valor
falso). Caso contrario, a iteracao termina. )

Assim, em relacao a composicao sequencial, tem-se que:
P1 ;PZ;P3; « s a ;Pn

denota o programa cujo efeito € a execucao na ordem P4, P, ..., P, (da esquerda para a
direita).

Os parénteses foram utilizados nas clausulas das demais composicdes para possibilitar a in-
terpretacao, de forma univoca, por partes consistentes. Por exemplo, a omissao de parénteses
no seguinte programa

enquanto I faca V;W
admite duas interpretacdes distintas, como segue:

(enquanto T faca V);W
enquanto T faca (V;W)

Assim, com 0 uso de parénteses, definem-se estruturas de blocos como no comando compos-
to begin-end da linguagem Pascal ou nas chaves da linguagem C.

A composicao enquanto pode ser simulada pelo fluxograma na figura 2.4 (qual seria o corres-
pondente fluxograma para a composicao até?). Note-se que, na execucao de um enquanto,
o programa V pode nao ser executado (em que condicoes isto ocorre?).

ﬂ

1@;
V

figura 2.4 Fluxograma que simula a composicao enquanto.

exemplo 2.5 — Programa iterativo

a | A operacao vazia ¢ constitul um programa iterativo (por qué?).

E O programa na figura 2.5 é do tipo iterativo. O uso, de certa forma, abusivo de linhas e
Identacao objetiva facilitar a identificacao visual da estrutura do programa. )
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(se T,
entdo enquanto T,
faca (até Ty
faca (V;W))

sendo V)
figura 2.5 Programa iterativo.

Note-se que a traducao de um programa iterativo para fluxograma é trivial (por qué?). En-
tretanto, a inversa nao é verdadeira, ou seja, fluxogramas nem sempre podem ser traduzidos
para programas iterativos equivalentes, para qualquer maquina. A questao de equivaléncias
de programas é detalhada adiante, neste capitulo.

Eu sou vocé amanha, digo,
uma recursao adiante

2.1.3 programa recursivo

O terceiro tipo de estrutura de controle € encontrado, com diversas variacdes, em linguagens
de programacao que admitem a definicao de sub-rotinas recursivas. Recursao é uma forma
iIndutiva de definir programas. Sub-rotinas permitem a estruturacao hierarquica de progra-
mas, possibilitando niveis diferenciados de abstracao.

Um dos grandes problemas da ciéncia da computacao atual é o correto entendimento e imple-
mentacao de mecanismos de abstracao na presenca de composicoes concorrentes. Entretanto,
como afirmado anteriormente, esta publicacdo nao trata de composicoes concorrentes.

Para o que segue, suponha um conjunto de identificadores de sub-rotinas os quais sao deno-
tados por:

R, Ry, Ry, Ry, ...
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O conceito de expressao de sub-rotinas introduzido a sequir é usado na definicao de progra-
ma recursivo.

definicao 2.5 — Expressao de sub-rotinas

Uma expressao de sub-rotinas (ou simplesmente expressao) E, € indutivamente definida como
seque:

‘a | A operagao vazia ¢ constitui uma expressao de sub-rotinas;

‘b | Cada identificador de operacdo constitui uma expressdo de sub-rotinas;
)&

d

Cada identificador de sub-rotina constitui uma expressao de sub-rotinas;

Composicao sequencial. Se D, e D, sao expressoes de sub-rotinas, entdao a composi¢ao
sequencial denotada por:

(D4:D5)
resulta em uma expressao de sub-rotinas cujo efeito é a execugao de D, e, ap0s, a exe-
cucao de D5,
[E[ Composig¢ao condicional. Se D4 e D, sao expressoes de sub-rotinas e T € um identificador
de teste, entdao a composicao condicional denotada por:

(se T entdo D, sendo D,)

resulta em uma expressao de sub-rotinas cujo efeito é a execucdo de D4 se T € verdadei-
roou D, se T é falso. u

definicao 2.6 — Programa recursivo
Um programa recursivo P tem a seguinte forma:

P é€ Eg onde Ry def Eq; Ry def Ey, ...; R, def E,
onde (suponha k€ {1, 2, ..., n }):

Eqg  Expresséo inicial a qual € uma expressao de sub-rotinas;
E,  Expressao que define R, Ou seja, a expressao que define a sub-rotina identificada
por R,..

Adicionalmente, para cada identificador de sub-rotina referenciado em alguma expressao,
existe uma expressao que o define. o

A expressao inicial ¢ constitui um programa recursivo. Neste caso, por simplicidade, como
nao existe qualquer sub-rotina a ser definida, € usual omitir a palavra onde, ou seja,

Pév
denota o programa recursivo P que faz nada. Analogamente, se o programa, é da forma:
P & Eg onde
também é usual omitir a palavra onde, ou seja,

P & E,
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exemplo 2.6 — Programa recursivo

O programa na figura 2.6 é do tipo recursivo. E importante observar que, para cada identifi-
cador de sub-rotina referenciado, existe uma expressao que o define. Note-se que a recursao
é implicita, no sentido em que as sub-rotinas R e S se referenciam mutuamente e, portanto,
R e S se autorreferenciam indiretamente. u

P & R;Z onde
R def F:(se T entdo R sendo G;S),
S def (se T entdo ¥ sendo F:R),
7 def (se T entdo G sendo F)

figura 2.6 Programa recursivo.

A computacao de um programa recursivo sera detalhada adiante, quando da introducéao do
conceito de computacao. Intuitivamente, consiste na avaliacdo da expressao inicial onde cada
identificador de sub-rotina referenciado é substituido pela correspondente expressao que o
define, e assim sucessivamente (recursivamente), até que seja substituido pela expressao vazia
v/, determinando o fim da recursao.

Até agora, foram definidos trés tipos de programas cujos modelos sao caracteristicas de lin-
guagens de programacao reais. Um programa € simplesmente uma sequéncia de caracteres,
uma palavra, e portanto, sem significado semantico. Assim, €sses programas sao incapazes
de descrever completamente uma computacao, pois nao se tem a natureza das operacoes
ou dos testes, mas apenas um conjunto de identificadores. Ou seja, um programa € simples-
mente uma sequéncia de simbolos, uma palavra, e portanto, sem significado semantico. A
natureza das operacdes e dos testes é especificada na definicao de maquina, a qual permite
dar uma interpretacdo semantica do programa.

2.2 ~—3* maquinas

O objetivo de uma maquina € suprir todas as informacdes necessarias para que a computacao
de um programa possa ser descrita. Portanto, cabe a maquina suprir as funcdes de entrada e
de saida, ou seja, 0 armazenamento ou recuperacao de informacdes na estrutura de memoria;
e o significado (dar semantica) aos identificadores das operacdes e testes. Cada identificador
de operacao e de teste interpretado pela maquina deve ser associado a uma transformacao na
estrutura de memoria e a uma funcao verdade, respectivamente. Observe que, para cada identi-
ficador de operacao ou teste definido em uma maquina, existe somente uma funcao associada.

definicao 2.7 — Maquina

Uma maquina € uma 7-upla ordenada:

M = (Vr xr Y;r ﬂ:)(r 'T[:Y’ HF: HT)
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na qual:

‘a| V, um conjunto de valores de meméria;
b | X, um conjunto de valores de entrada;

¢ | Y, um conjunto de valores de saida;

d | my, uma fungdo de entrada tal que:

:IEX:X—J-V

e | my, uma fungéo de saida tal que:

ty: V—=Y

‘ =ty

I1, um conjunto de interpretacées de operagbes onde, para cada identiticador de opera-
cao F interpretado por M, existe uma Unica funcao:

T[F:V_:"V@mnl:

C)

[T, um conjunto de interpretacdes de testes tal que, para cada identificador de teste T
Interpretado por M, existe uma unica funcao:

ny: V — { verdadeiro, falso } em Il 3

As funcbes acima sao totais, ou seja, definidas para todos os elementos do dominio. O con-
junto de interpretacdes Il (respectivamente, I1;) pode ser visto como um conjunto de fun-
coes indexado pelo subconjunto de identificadores de operacdes (respectivamente, testes)
para as quais a maquina M é definida.

exemplo 2.7 — Maquina de dolis registradores

Suponha uma especificacéo de uma maquina com duas posicoes de memoria, denominadas
registradores a e b, 0s quais assumem valores em N, com duas operacdes e um teste, como
seque:

B subtracicode 1ema,sea > 0;
B adicdo de 1 em b;
B teste se a é zero.

Adicionalmente, a entrada é constituida de um Unico valor armazenado em a, zerando b, e a
salda retorna o valor de b.

Dois registradores com valores no conjunto dos numeros naturais N podem ser definidos pelo
produto cartesiano N onde os registradores a e b sdo representados pela primeira e segunda
componentes, respectivamente. Entdao a maquina na figura 2.7 implementa a especificacao
acima.

Note que as operacdes e os testes sao definidos para certas posicoes de memdria. .
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dois reg = (N4, N, N, armazena_a, retorna_b, {subtrai_a, adiciona b}, {a_zero})
onde:

N é conjunto de valores de meméria
N é conjunto de valores de entrada, bem como o de saida

armazena_a: N — N é a funcdo de entrada tal que, Yn € N:
armazena_a(n) = (n, 0)
retorna_b: N* — N é a funcdo de safda tal que, ¥(n, m) € N*:
retorna_b(n, m) = m
subtrai_a: NZ — NZé interpretacao tal que, V(n, m) € NZ:
subtrai_a(n, m) = (n-1, m), se n = 0; subtrai_a(n, m) = (0, m),sen=0

adiciona b: N* — N é interpretacdo tal que, Y(n, m) € N*:

adiciona_b(n, m) = (n, m+1)
a zero: N? — { verdadeiro, falso } é interpretacdo tal que, ¥(n, m) € N?:

a_zero(n, m) = verdadeiro, se n = 0; a_zero(n, m) = falso,sen =0
figura 2.7 Maquina com dois registradores.

Afirma-se que P é um programa para a maquina M se cada identificador de teste e operacao
em P tiver uma correspondente funcao de teste e operacao em M, respectivamente. A defini-
cao formal é como segue (lembre-se que programas sao constituidos por operacoes e testes
e, portanto, nao incluem funcdes de entrada e saida).

definicao 2.8 — Programa para uma maquina

Sejam M = (V, X, Y, my, my, I, IIy) uma maquina e P um programa onde Pg e Py sdo os
conjuntos de identificadores de operacoes e testes de P, respectivamente. P é um programa
para a maquina M se, e somente, se;

B para qualquer F € Pg, existe uma unica tfuncao mg: V — V em ITg;
B para qualquer T € Py, existe uma Unica tungao n: V — { verdadeiro, falso } em II;.

Adicionalmente, a operacao vazia ¢ sempre € interpretada em qualquer maquina. J

Portanto, para cada identificador de operacao F de Pg (respectivamente, teste T de Py) existe,
na maquina M, uma unica interpretacao de funcao de operacao indexada por F (respectiva-
mente, funcao de teste indexada por T). Note-se que a maquina pode possuir operacdes ou
testes sem correspondéncia no programa.
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exemplo 2.8 — Programas para a maquina de dois registradores

Os programas iterativo itv_b<—a (figura 2.8) e recursivo rec_b<—a (figura 2.9), sao progra-

mas para a maquina dois _reg (figura 2.7) e atribuem o valor armazenado em a ao registra-
dor b. )

Programa iterativo itv_b<-a

até a_zero
faca (subtrai a;adiciona b)

figura 2.8 Programa iterativo para a maquina de dois registradores.

Programa recursivo rec_b<a

rec b<-a & R onde
R def (se a zero entdo ¥ sendo S;R),
S def subtrai_a;adiciona b

figura 2.9 Programa recursivo para a maquina de dois registradores.

2.3 -—» computacoes e funcoes computadas

Nesta secao, é visto como as definicbes de programas e magquinas caminham juntas para a
definicao de computacao. Uma computacdo €, resumidamente, um histérico do funciona-
mento da maquina para o programa, considerando um valor inicial.

Uma vez definida a nocao de computacao, pode-se inferir a natureza da funcao computada,
por um dado programa, em uma dada maquina.

2.3.1 computacao

Inicialmente, € tratada a computacao referente aos programas monoliticos e, a seguir, € apre-
sentada a referente aos programas recursivos. A computacao referente aos programas itera-
tivos é sugerida como exercicio.

Basicamente, uma computacao de um programa monolitico em uma maquina € um historico
das instrucdes executadas e o correspondente valor de memaria. O histérico é representado
na forma de uma cadeia de pares ordenados onde:

B cada par ordenado reflete uma configuracao ou descricao instantanea da maquina para o
programa, ou seja, a instrucao a ser executada e o valor corrente da memoria;

B a cadeia de pares € a sequéncia de configuracoes possiveis a partir da configuracao inicial
(instrucao inicial e valor de memaria considerado).
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definicao 2.9 — Computacdo de programa monolitico em uma maquina

Selam M = (V, X, Y, mty, my II;, II7) uma maquina e P = (I, r) um programa monolitico
para M onde L é o seu correspondente conjunto de rotulos. Uma computacao do programa
monolitico P na maquina M, para uma dada entrada x € X, é uma cadeia (finita ou infinita)
de configuragées ou descricées instantaneas em L x V:

(sq: Vo)(s;, V4)(s,, V5)...

A configuracao inicial (s, vq) € tal que s, = r € o rétulo inicial do programa P, vg = mty(x)
é o valor inicial de memoria.

Para cada configuragéao (s,, v;) da cadeia, onde k€ { 0, 1, 2, ... }, tem-se que (suponha que
F € um identificador de operacao, T € um identificador de teste e r’, r” sao rotulos de L):

‘a| Operagéo.
a.1) Se s, € o rotulo de uma operacao da forma:

s,: faga F v para r’

entdo (sy.4, Virq) = (', melvy)) é a configuracao subsequente de (s,, v;) na
cadela, representando a execucao de F e a transferéncia para a préxima instrucao;
a.2) Se s, éo rétulo de uma operacao da forma:

s,: faca ¥/ vad para r’

entdo (s, 4, Vi4q) = (x’, V) € contiguracao subsequente de (s,, v, ) na cadeia,
representando uma transferéncia incondicional;
b | Teste. Se s, é o rétulo de um teste da forma:

; ~ - ! ot = r
s,.: se T entdo v para r’ sendio vd para r

entédo (s, 1, Vi, 1) € configuracao subsequente de (s,, Vi) na cadela, sendo vy, 1 = V) €:
Sy, = r' semy(v,) = verdadeiro
Sr.; = r" semng(v,) = falso

representando uma transferéncia condicional, conforme o valor resultante do teste;

Uma computacao é dita finita ou infinita, se a cadeia que a define € finita ou infinita, respec-
tivamente. Sendo finita, o rotulo da Ultima configuracao da cadeia € um rétulo final. J

Note-se que:

B para um dado valor inicial de memoria, a correspondente cadeia de computacao € unica,
Ou seja, a computacao é deterministica (por qué?);

B um teste e a operacao vazia nao alteram o valor corrente da memoria;

B em uma computacao infinita, rotulo algum da cadeia é final.

Assim, uma computacao de um programa em uma maquina para uma dada entrada é uma
sequéncia de configuracoes a qual define (da semantica) passo a passo a execucao do progra-
ma na maquina. Cada configuracao resume as informacoes para determinar a configuracao
subsequente.
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Nos exemplos que seqguem, para facilitar o entendimento, uma cadeia de computacao é re-
presentada na forma de coluna.

exemplo 2.9 — Computacao finita de programa monolitico na maquina de dois registradores

O programa monolitico mon_b<-a, na figura 2.10, € um programa para a maquina dois
reg (figura 2.7). Para a entrada 3, o que corresponde ao valor inicial de meméria (3, 0), ou
seja, onde os valores iniciais dos registradores a e b sao 3 e 0, respectivamente, a correspon-
dente computacao finita é representada na figura 2.11. Note-se que o registrador b recebeu
o valor inicial de a (e a foi zerado). ]

Programa monolitico mon_b<-a

se a_zero entdo va para 9 senao va para 2
faga subtrai a va para 3
faga adiciona_b va para 1

figura 2.10 Programa monolitico cuja computacao na maquina de dois registradores é finita.

(1, (3, 0)) Instrucao inicial e valor de entrada armazenado
(2, (3, 0)) em 1, como a = 0, desviou para 2
(3, (2, 0)) em 2, subtraiu do registrador a e desviou para 3
(1,62, 1) em 3, adicionou no registrador b e desviou para 1
(2, (2, 1)) em 1, como a = 0, desviou para 2
(3, (1, 1)) em 2, subtraiu do registrador a e desviou para 3
(1, (1, 2)) em 3, adicionou no registrador b e desviou para 1
(2, (1, 2)) em 1, como a = 0, desviou para 2
(3, (0, 2)) em 2, subtraiu do registrador a e desviou para 3
(1, (0, 3)) em 3, adicionou no registrador b e desviou para 1
(9, (0, 3)) em 1, como a = 0, desviou para 9

figura 2.11 Computacao finita na maquina de dois registradores.

exemplo 2.10 — Computacao infinita de programa monolitico na maquina de dois regis-
tradores

O programa monolitico comp _infinita na figura 2.12 é um programa para a maquina dois
reg (figura 2.7). Para o valor inicial de memoria (3, 0), a correspondente computacao infinita
é representada na figura 2.13. )

Programa monolitico comp_infinita

1: faca adiciona_b va para 1

figura 2.12 Programa monolitico cuja computacdao na maquina de dois registradores € infinita.
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(1, (3, 0)) Instrucao inicial e valor de entrada armazenado
(1, (3, 1)) adicionou no registrador b e permanece em 1
(1, (3, 2)) adicionou no registrador b e permanece em 1
(1, (3, 3)) adicionou no registrador b e permanece em 1

repete 1, adicionando no registrador b, indefinidamente

figura 2.13 Computacao infinita na maquina de dois registradores.

Observe que, em relacédo ao programa monolitico para uma dada maquina, uma configura-
cao ou descricao instantanea contém toda a informacao necessaria para realizar os processa-
mentos subsequentes a partir deste instante, ou seja, o conteddo atual da memaria (conse-

guéncia de processamentos passados) e a proxima instrucao a ser executada.

A computacao de um programa recursivo em uma magquina é analoga a de um monolitico. O
histdrico é representado como uma cadela de pares ordenados onde:

B cada par ordenado reflete uma configuracao ou descricao instantdanea da maquina para
O programa, ou seja, a expressao de sub-rotina a ser executada e o valor corrente da me-
moria;

B 2 cadeia de pares é a sequéncia de configuracdes possivels a partir da configuracao inicial
(expressao de sub-rotina inicial e valor de memaria considerado).

definicao 2.10 — Computacado de programa recursivo em uma maquina
Selam M = (V, X, Y, my, my, I1, I1y) uma maquina e P um programa recursivo para M tal que:

P & Ej onde R, def E;, R, def E,, ..., R, def E,

Uma computacdo do programa recursivo P na maquina M € uma cadeia (finita ou infinita) de
configuracées ou descricées instantaneas da forma:

(DU; Vg)(Dp V1)(D2, Vz)---
A configuracgdo inicial (Dy, vy) é tal que Dy = E; ¥/, vy = my(x) € 0 valor inicial de memoria.

Para cada par (D, v, ) da cadeia, onde k€ { 0, 1, 2, ... } (sendo D| uma sequéncia), tem-se
que (suponha que F é um identificador de operacado, T é um identificador de teste e C, C4, C,
sao expressoes de sub-rotina):

Caso 1. Se Dy é uma expressao de sub-rotina da forma:
Dk —_— l/,C

entdo, apos a execucao de v, (Dy , 1, Vi.,.1) = (C, v ) é configuracao subsequente de (D, v, )
na cadeia, ou seja, ¥ é executado e resta C para ser executada;

Caso 2. Se Dy é uma expressao de sub-rotina da forma:
Dk = F ; C

entao, apos a execugao de F, (Dy . 4, Vi 1) = (C, me(vy)) € configuracao subsequente de
(D, vi ), ou seja, F é executada e resta C para ser executada;
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Caso 3. Se D, é uma expressao de sub-rotina da forma:

entdo, apos a chamada da sub-rotina R;, (Dy . 4, Vi, 4) = (E;; C, v} ) € contiguragao sub-
sequente de (D, v;) na cadeia. Observe que, na configuracao subsequente, primeiro &
executada a expressao E; da definicdo da sub-rotina R;. Assim, a chamada da sub-rotina
R, € executada, a execucao vai para E; e, depois, € executado C;

Caso 4. Se D, é uma expressao de sub-rotina da forma:
Dk = (C1 ;CZ);C

entdo (Dy ;. 1, Vi+1) = (C4;(C5; C), vy ) é contfiguracao subsequente de (Dy, v, ) na cadeia
(@ maquina interpreta a composi¢ao sequencial como associativa). Assim, (C4;(C,;C) e
executada da esquerda para a direita;

Caso 5. Se D, € uma expressao de sub-rotina da forma:
D, = E, =(se T entdo Cq sendo C,);C

entao (D, 4, vy 4 1) € configuracao subsequente de (D,, v, ) na cadeia caracterizando o
desvio condicional como seqgue:

Vk+1 = Vk
Dy .1 =C4;C semny(v,) = verdadeiro
Di.1=GC,;C semny(v,) = falso

A computacdo e dita finita ou infinita, se a cadeia que a define € finita ou infinita, respec-
tivamente. ]

Portanto:

B para um dado valor inicial de memoria, a correspondente cadeia de computacao € unica,
ou seja, a computacao é deterministica (por qué?);

B um teste ou referéncia a uma sub-rotina nao alteram o valor da memoria;

B em uma computacao finita, na configuracao final (Ultimo par da cadela) e apenas nesta,
a expressao € v/;

B em uma computacao infinita, expressao alguma da cadela é ¢.

exemplo 2.11 — Computacao infinita de programa recursivo

O programa recursivo ¢¢_magquina na figura 2.14 é um programa para qualquer maquina.
Adicionalmente, para qualquer valor inicial de memodria, a correspondente computacao é
sempre infinita e € a cadeia:

Programa recursivo qq_maquina

qq_maquina é R onde
R def R

figura 2.14 Programa recursivo cuja computacao € infinita em qualquer maquina.
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No texto que seque, para um dado conjunto A, a fungao identidade em A é aquela que asso-
cia, a cada elemento do conjunto, o préprio elemento, ou seja:

idy: A— A
tal que, para qualquer a € A, tem-se que id,(a) = a.

exemplo 2.12 — Computacao finita de programa recursivo na maquina de um registrador

Considere o programa recursivo duplica na figura 2.16 para a maguina um_reg na figura
2.15. Para o valor inicial de memdria 3, a correspondente computacao finita é representada
na figura 2.17. Note-se que o valor final na memoria € o valor inicial duplicado. Observe-se
qgue, usando a nocao de recursao, nao foi necessario usar duas células de memaoria, uma para
controlar o ciclo e outra para calcular o resultado. De fato, a facilidade de recursao é usada
para determinar quantas vezes a operacao ad necessita ser executada. Esta observacao é im-

portante adiante, quando é verificado que nem todos os tipos de programas sao (fortemente)
equivalentes. .

um_reg = (N, N, N, idy;, idy, { ad, sub }, { zero })
onde:
N corresponde, simultaneamente, aos conjuntos de valores de memoria, entrada e saida
idy: N — N é a fungdo de entrada e de saida
ad: N — N é interpretacao tal que, Vn €N, ad(n) = n+1
sub: N — N é interpretacao tal que, ¥n € N:
sub(n) = n-1,sen=0; sub(n)=0,sen=0
zero: N — { verdadeiro, falso } é interpretacao tal que, ¥n € N.:

zero(n) = verdadeiro, sen = 0; zero(n) = falso, caso contrario

figura 2.15 Maquina de um registrador.

Programa recursivo duplica

duplica € R onde
R def (se zero entdo ¥ sendo sub;R:ad;ad)

figura 2.16 Programa recursivo cuja computacao é finita na maquina de um registrador.
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(R:; ¢, 3) valor de entrada armazenado
((se zero entdo ¥ sendo (sub;R:;ad:;ad)) ;v 3) caso 3
((sub:R:ad;ad) ; v, 3) como n = 0, executa senao
(sub; (R;ad;ad) : v, 3) caso 4, composicao sequencial
((R;ad:;:ad) ;v, 2) subtraiu 1 da memoria
(R; (ad;ad) ; v, 2) caso 4, composicao sequencial
((se zero entdo ¥ sendo (sub;R:;ad;ad)):; (ad:ad) ;v, 2) caso 3
((sub;R:ad;ad) ; (ad;ad) ; v/, 2) como n = 0, executa senao
(sub; (R;ad;ad) ; (ad;ad) ; v, 2) caso 4, composicao sequencial
((R;ad;ad) ; (ad;ad) ;v, 1) subtraiu 1 da memoria
(R: (ad;ad) ; (ad:ad) ;¢, 1) caso 4, composicao sequencial
((se zero entdo ¥ sendo(sub;R:ad:;ad)); (ad:;ad) ; (ad;ad) :v, 1) caso 3
((sub;R;ad;ad)); (ad;ad) ; (ad;ad) ; v, 1) como n = 0, executa senao
(sub;: (R;ad;ad) ; (ad;ad) ; (ad;ad) ;¢, 1) caso 4, composicao sequencial
((R;ad;ad) ; (ad;ad) ; (ad;ad) ;¢, 0) subtraiu 1 da memoria
(R; (ad;ad) ; (ad;ad) ; (ad;ad) ;¢, 0) caso 4, composicao sequencial
((se zero entdo v

sendo (sub:R:ad;ad)): (ad;ad) : (ad;ad) ; (ad;ad) ; v, 0) caso 3
(v; (ad;ad) ; (ad;ad) ; (ad;ad) ;¢, 0) como n = 0, executa entao
((ad;ad) ; (ad;ad) ; (ad;ad) : ¢, 0) caso 1
(ad: (ad; (ad;ad) ; (ad:ad) :v), 0) caso 4, composicao sequencial
((ad; (ad;:ad) ; (ad;ad) ;v), 1) adicionou 1 na memoria
(ad; ((ad:ad) ; (ad;ad) ;¢), 1) caso 4, composicao sequencial
(((ad;:;ad) ;: (ad;ad) ;v), 2) adicionou 1 na memoria
(ad; (ad; (ad;ad) ;v), 2) caso 4, composicao sequencial
((ad; (ad;ad) ;v), 3) adicionou 1 na memoria
(ad; ((ad;ad) ;v), 3) caso 4, composicao sequencial
(((ad;ad) ;v), 4) adicionou 1 na memoria
(ad; ( (ad) :v), 4) caso 4, composicao sequencial
(((ad) ;¢), 5) adicionou 1 na memoria
(ad; (¢/), 5) caso 4, composicao sequencial
((v), 6) adicionou 1 na memoria
(v, 6) fim da recursao

figura 2.17 Computacao finita na maquina de um registrador.

2.3.2 funcao computada

Em geral, a computacdo de um programa deve ser associada a uma entrada e uma saida. Adi-
cionalmente, espera-se que a resposta (saida) seja gerada em um tempo finito. Estas nocdes
induzem a definicdo de funcdo computada.
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Inicialmente, é tratada a funcao computada referente aos programas monoliticos e, a seguir,
é apresentada a referente aos programas recursivos. A funcao computada referente aos pro-
gramas Iterativos € sugerida como exercicio.

A funcao computada por um programa monolitico sobre uma maquina corresponde a Nnocao
Intuitiva, ou seja:

B a computacao inicia na instrucao identificada pelo rotulo inicial com a memdéria contendo
o valor inicial resultante da aplicacao da funcao de entrada sobre o dado fornecido;
B executa, passo a passo, testes e operacdes, na ordem determinada pelo programa, até
atingir um rétulo final, quando para;
B o valor da funcao computada pelo programa € o valor resultante da aplicacao da funcao
de saida ao valor da memadria quando da parada.
definicao 2.11 - Funcdo computada por um programa monolitico em uma maquina
Selam M = (V, X, Y, mty, my II;, II) uma maquina e P um programa monolitico para M. A
funcao computada pelo programa monolitico P na maquina M denotada por:
(P M: X—Y
é uma funcao parcial definida para x € X se a cadeia:
(Sg. ‘Vo)(S]_. V1)---(Sn; Vn)

é uma computacao finita de P em M, onde o valor inicial da memoéria € dado pela funcao de
entrada, ou seja, vy = my(X). Neste caso, a imagem de x e dada pela fun¢édo de saida aplicada
ao valor da memoria da configuracao final da computacao, ou seja:

(P, M)(x) = my(v,) u

Note-se que a funcao computada por um programa pode ser parcial, ou seja, nao necessita
ser definida para cada valor do dominio.

exemplo 2.13 — Funcao computada por programa monolitico na maquina de dois regis-
tradores

Considere o programa monolitico mon_b<-a (figura 2.10) para a maquina dois_reg (figura
2.7). A correspondente funcao computada é a funcéo identidade, ou seja,

(mon_b<-a, dois _reg): N — N
tal que, para qualquer n € N, tem-se que:

(mon_b<-a, dois_reg)(n) = n
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Por exemplo, para o valor entrada 3, tem-se que:

B n,(3) = (3, 0)
B a correspondente computacao € representada na figura 2.11
B (mon_b<-a, dois_reg)(3) = ny(0, 3) = 3

Portanto, (mon_b<—a, dois_reg) é definida para 3 (a funcdo é total?). )
exemplo 2.14 — Funcao computada por programa monolitico na maquina de dois regis-

tradores

Considere o programa monolitico comp infinita (figura 2.12) para a maquina dois reg
(figura 2.7). Em relacdo a funcdao computada (comp _infinita, dois reg): N — N, para a
entrada de valor 3, tem-se que:

B a correspondente computacao infinita é representada na figura 2.13

Como a cadela é infinita, a Tuncao computada nao é definida para o valor de entrada 3 (para
quais valores do dominio é definida?). .

A funcao computada por um programa recursivo sobre uma maquina é analoga a de um
monolitico:

B a3 computacao inicia na expressao inicial concatenada com a expressao vazia € com a me-
moria contendo o valor inicial resultante da aplicacao da funcao de entrada sobre o dado
fornecido;

B executa, passo a passo, testes e operacoes, na ordem determinada pelo programa, até que
a expressao de sub-rotina resultante seja a expressao vazia, quando para;

B o valor da funcao computada pelo programa € o valor resultante da aplicacdo da funcao
de saida ao valor da memadria quando da parada.

definicao 2.12 — Funcao computada por um programa recursivo em uma maquina

Selam M = (V, X, Y, my, my I, II7) uma maquina e P um programa recursivo para M. A
funcao computada pelo programa recursivo P na maquina M denotada por:

(P, M): X =Y

é uma funcao parcial definida para x € X se a seguinte cadeia € uma computacao finita de
Pem M:

(Dg; Vo)(Dp V1)---(Dn. Vn)
onde:

Dy = Ej; ¥/, sendo E, expressao inicial de P
Vg = Ty(X)
D, =V

Neste caso, tem-se que:

(H M)(x) = TEY(VI’I) D



Capitulo 2 - Programas, Maquinas e Computacoes 37

exemplo 2.15 — Funcao computada por programa recursivo

Considere o programa recursivo ¢g_magquina (figura 2.14) euma maquina M = (V, X, Y, &y,
my Il I17) qualquer. A correspondente funcao computada é:

(qq_maquina, M): X = Y

e é indefinida para qualquer entrada (por qué?), ou seja, é definida para o conjunto vazio. 1

exemplo 2.16 — Funcdo computada por programa recursivo na maquina de um registrador

Considere o programa recursivo duplica (figura 2.16) para a maquina um_reg (figura 2.15).
A correspondente funcao computada é:

(duplica, um _reg): N — N

e é tal que, para qualquer n € N:

(duplica, um_reg)(n) = 2n .

2.4 -—+ equivaléncias de programas e maquinas

Funcdes computadas permitem introduzir algumas importantes relacdes de equivaléncias de
programas e maguinas como segue:

Relacao de equivaléncia forte de programas. Um par de programas pertence a relacao se

b

as correspondentes funcoées computadas coincidem para qualquer maquina;
Relacdo de equivaléncia de programas em uma maquina. Um par de programas pertence a

relacao se as correspondentes funcdes computadas coincidem para uma dada maquina;

Relacao de equivaléncia de maquinas. Um par de maquina pertence a relacao se as ma-
quinas podem se simular mutuamente. A simulacao de uma maquina por outra pode ser
feita usando programas diferentes.




58 + Teoria da Computacao: Maquinas Universais e Computabilidade

A relacao de equivaléncia forte de programas é especialmente importante, pois, ao agrupar
diferentes programas em classes de equivaléncias de programas cujas funcdes coincidem,
fornece subsidios para analisar propriedades de programas como complexidade estrutural.

Um importante resultado é que, para a relacao de equivaléncia forte de programas, progra-
mas recursivos sao mais gerais que 0s monoliticos os quais, por sua vez, sao mais gerais que
os Iterativos.

Para o que segue, o sequinte deve ser considerado:

'a | Igualdade de funcées parciais. Duas fungdes parciais f, g: X — Y séo ditas iguais, ou seja,
f = g, se, e somente se, para cada x € X:
B ou f(x) e g(x) sao indefinidas;
B ou ambas sao definidas e f(x) = g(x);

' b | Composicéo sucessiva de fungbes. Para uma dada fungdo f: S — S, a composigao suces-
siva de T com ela propria é denotada usando expoente, ou seja:

fMf=fof..of (nvezes)

2.4.1 equivaléncia forte de programas

definicao 2.13 — Relacao de equivaléncia forte de programas, programas fortemente
equivalentes .

Sejam P e Q dois programas arbitrarios, ndo necessariamente do mesmo tipo. Entdo o par (P, Q)
esta na relacao de equivaléncia forte de programas, denotado por:

P=Q

se, e somente se, para qualguer maquina M, as correspondentes func¢des parciais computa-
das sao iguals, ou seja

(P. M) =(Q, M)

Neste caso, P e Q sao ditos programas fortemente equivalentes. J

E facil verificar que a relacao de equivaléncia forte de programas definida acima é uma relacao
de equivaléncia e que, portanto, induz uma particao do conjunto de todos os programas em
classes de equivaléncias.

exemplo 2.17 — Programas fortemente equivalentes

Considere os quatro programas na figura 2.18. Os programas monoliticos P, e P, (acima), o
iterativo P5 (meio) e o recursivo e P, (abaixo) sao todos fortemente equivalentes .
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(= (=)

<
Vv Vv
F F
f f
Programa
monolitico .
parada P, parada
f
Programa

monolitico
P, parada

Programa iterativo P3

enquanto T
faca (F)

Programa recursivo P4

P, € R onde
R def (se T entdo F;R sendo V)

figura 2.18 Programas fortemente equivalentes .

Como ilustragdo, no que segue, é verificado que, de fato, os programas monolitico P, e 0

recursivo P, sao fortemente equivalentes . O programa P4 reescrito na forma de instrugoes
rotuladas é representado na figura 2.19.

Programa monolitico P1

13 se T entdo va para 2 sendo va para 3
23 faga F va para 1

figura 2.19 Programa monolitico como um conjunto de instrucdes rotuladas.

Selam M = (V, X, Y, my, my, I, I17) uma maquina arbitraria e x € X tal que my(x) = v. Entdo,
se (P4, M) é definida para x, a correspondente computacao é dada pela cadeia:

(1, v)(2, V)(1, mp(W))(2, mp(V))(L, me2(V))(2, mg?(v))... (1, me™(V))(3, me"(v))
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supondo que n é o menor natural tal que mp(r:"(v)) = falso. Neste caso:
(P1, M)(K) = ﬂy(ﬂpn(\f))

Analogamente, se (P,, M) é definida para x, a correspondente computacao é dada pela
cadeia representada na figura 2.20 supondo que n é o menor natural tal que mr(m:"(v)) =
falso. Neste caso:

(P4, M)(x) = ﬂy(ﬂpn(\f))
Portanto, P, = P,4, pois, para qualquer maquina M, tem-se que:

(P1, M) = (Pg, M) d

(R;v,V)
((se T entdo F:R sendo V);Vv,V)
(F;R;v,V)

((se T entdo F;R sendo ¥);V/, ng(v))
(F;R;V/, mc(v))

((se T entdo F:R sendo Vv);V, :rrpz(v))
(F;R; ¥, me2(v))

(R; v, m:"(v))

((se T entd3o F;R sendo ¥);V, n"(v))
vV;v, 'ﬂ?;:n(“))

(v, Tﬂ;:n(“))

figura 2.20 Computacao.

E importante que se considere a relacao de equivaléncia forte de programas por varias razoes,
como, por exemplo:

B permite identificar diferentes programas em uma mesma classe de equivaléncia, ou seja,
identificar diferentes programas cujas funcdes computadas coincidem, para qualquer ma-
quina;

B as funcdes computadas por programas fortemente equivalentes tém a propriedade de que
as mesmas operacdes sao efetuadas na mesma ordem, independentemente do significado
das mesmas (por que nao diferentes testes ou operacdes ou, ainda, diferente ordem?);

B fornece subsidios para analisar a complexidade estrutural de programas. Por exemplo,
analisando os programas monoliticos fortemente equivalentes P, e P,, na figura 2.18,
pode-se concluir que P4 € estruturalmente “mais otimizado” que P,, pois contém um

teste a menos.
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No que segue, sao introduzidos alguns resultados sobre tipos de programas nos quais se
verifica que:

B para todo iterativo, existe um monolitico fortemente equivalente ;
B para todo monolitico, existe um recursivo fortemente equivalente .

4 . )
Programas recursivos

Programas monoliticos

Programas Iterativos

A J

figura 2.21 Hierarquia induzida pela relacao de equivaléncia forte de programas.

Entretanto, a inversa ndao necessariamente € verdadeira, ou seja, em relacdo a relacao de
equivaléncia forte de programas, programas recursivos sao mais gerais que 0s monoliticos os
quals, por sua vez, sao mais gerais que os Iterativos, induzindo uma hierarquia de classes de

programas, como ilustrado na figura 2.21, na qual as inclusdes sao préprias.

teorema 2.14 - Equivaléncia forte de programas: iterativo — monolitico
Para qualquer programa iterativo P;, existe um programa monolitico P, tal que P; =P .

= Prova:
Seja P; um programa iterativo qualquer. Seja P_ um programa monolitico indutivamente

construido como segue:

@ Para a operacao vazia ¢ corresponde o seguinte fluxograma elementar:

—P> v — ou, simplesmente, =

b | Para cada identificador de operagao F de P; corresponde o seguinte fluxograma elementar:

—P> F —P

¢ | Suponha que T é um identificador de teste e que V, W sdo programas iterativos usados
na construcao de P;. Entao, para cada um dos seguintes tipos de composicao € apresen-

tado o correspondente fluxograma de P ...
c.1) Composicao sequencial. V; W

—> V > W >
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c.2) Composicao condicional. (se T entdo V sendo W)

-

c.3) Composicao enquanto. enquanto T faca (V)

c.4) Composicao até. até T facga (V)

Adicionalmente, para cada uma das composi¢cdes acima, dependendo se trata do inicio ou
fim do programa iterativo, o correspondente fluxograma deve ser antecedido ou sucedido

dos componentes elementares de partida ou parada, respectivamente.
A verificacao que, de fato, P; = P . € sugerida como exercicio. )

teorema 2.15 — Equivaléncia forte de programas: monolitico — recursivo
Para qualquer programa monolitico P, existe um programa recursivo P, tal que P, = P..

= Prova:

Seja P, um programa monolitico qualquer ondeL = { r,, r,, ..., r_ } € 0 correspondente
conjunto de rotulos. Suponha, sem perda de generalidade, que, em P, r_ € 0 uUnico rotulo
final (por que esta suposicao pode ser feita?). Entdo P. € um programa recursivo construido
a partir de P, e é tal que:

P, € R, onde R, def Eq, R, def E,, ..., R, def ¢/
onde, parake {1, 2, ..., n-1 }, E, € como segue:

'a | Operagéo. Se a instrucdo rotulada r, é da forma:

r.: faga F v&_para r;'

entdo Ey € a seguinte expressao de sub-rotinas:
F H Rk,
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‘b | Teste. Se a instrucdo rotulada r, ¢é da forma:

’ P - I i = I
r.: se T entdo vad para r,’ sendo va para r,

entdo E; e a seguinte expressao de sub-rotinas:

(se T entdo R’ sendo R.")
A verificacdo que, de fato, P, = P, é sugerida como exercicio. 3
O seguinte corolario é consequéncia direta dos dois teoremas anteriores.

corolario 2.16 — Equivaléncia forte de programas: iterativo — recursivo
Para qualquer programa iterativo P;, existe um programa recursivo P, tal que P; = P.. .

teorema 2.17 - Equivaléncia forte de programas: recursivo > monolitico

Dado um programa recursivo P_ qualquer, ndo necessariamente existe um programa monoli-
tico P, talque P, =P

-
= Prova: (por absurdo)

Para provar, é suficiente apresentar um contraexemplo, isto é, um programa recursivo que,
para uma determinada maquina, nao apresente programa monolitico equivalente.

Considere o programa recursivo duplica (figura 2.16) e a maquina um_reg (figura 2.15).
A correspondente funcao computada (duplica, um_reg): N — N é tal que, para qualquer
n € N:

(duplica, um_reg)(n) = 2n

Suponha que existe um programa monolitico P . que computa a mesma func¢ao, ou seja, que
(P, um_reg): N — N e:

(duplica, um_reg) = (P,,,, um_reg)

Suponha que P, é constituido de k operacgdes ad. Suponha n € N tal que n = k. Entao, para
que (P, um_reg)(n) = 2n, é necessario que P execute n vezes a operacao ad. Mas, como
n = k, entdao pelo menos uma das ocorréncias de ad sera executada mais de uma vez, ou seja,
existe um ciclo em P_. Nesse caso, o ciclo sera executado indefinidamente.

Note que, com um Unico registrador, nao é possivel fazer o controle do ciclo e, ainda, utiliza-
-lo como acumulador. De fato, a cada iteracao sao somadas duas unidades no acumulador
e 0 unico teste para a maquina é zero, resultando em um ciclo executado indefinidamente.

Portanto, a computacao resultante é infinita, e a correspondente funcao nao é definida para
n, o0 que é um absurdo, pois € suposto que os dois programas sao fortemente equivalentes .

Logo, nao existe um programa monolitico fortemente equivalente ao programa recursivo
duplica. o

Sugere-se como exercicio a analise do teorema acima para um caso especial e ilustrativo: um
programa recursivo onde a recursao (direta ou indireta) ocorre somente na ultima componen-
te de uma composicao sequencial (e, neste caso, existe o correspondente programa monoliti-
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co equivalente?). Note-se que, no contraexemplo usado na prova, a recursao de R nao ocorre
na ultima componente, como pode ser observado a seguir:

R def (se zero entd3o v sendo sub;R:;ad:ad)
A prova do teorema que segue € analoga a do teorema acima.

teorema 2.18 — Equivaléncia forte de programas: monolitico #> iterativo

Dado um programa monolitico P, qualquer, ndo necessariamente existe um programa itera-
tivo P;, tal que P, = P;.

= Prova: (por absurdo)

Para provar € suficiente apresentar um programa monolitico que, para uma determinada
maquina, nao existe programa iterativo equivalente.

Considere o programa monolitico par na figura 2.22 e a maquina um_reg (figura 2.15)
onde a correspondente funcao computada (par, um_reg): N — N é tal que, para qualquer
n € N:

(par, um_reg)(n) = 1, se n é par;
(par, um_reg)(n) = 0, se n é impar.

Ou seja, retorna o valor 1 sempre que a entrada € par, e zero, caso contrario.

(partida)
ad ! @ ] sub

_F
Zero sub

'-'l
(parad a)

figura 2.22 Programa monolitico.

Suponha gque existe um programa iterativo P; que computa a mesma fungéo, ou seja, que
(P;, um_reg): N — N e:

(par, um_reg) = (P;, um_reg)

Suponha que P; é constituido de k operacdes sub. Suponha n € N tal que n = k. Entao, é ne-
cessario que P; execute n vezes a operagao sub. Mas, como n = k, entdo pelo menos uma das
ocorréncias de sub sera executada mais de uma vez, ou seja, existe um ciclo iterativo (do tipo
enquanto ou até) em P,. Em qualquer caso, o ciclo terminara sempre na mesma condicao,
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independentemente se o valor for par ou impar. Portanto, a computacao resultante é incapaz
de distinguir entre os dois casos, 0 que é um absurdo, pois é suposto que os dois programas
sao fortemente equivalentes.

Logo, nao existe um programa iterativo fortemente equivalente ao programa monalitico
par. o

observacao 2.19 - Poder computacional dos diversos tipos de programas.

Os teoremas acima podem dar a falsa impressao de que o poder computacional da classe dos
programas recursivos € maior que a dos monoliticos que, por sua vez, € maior que a dos itera-
tivos, em qualquer maquina. E importante destacar que consideram a relacdo de equivaléncia
forte de programas onde, para qualqguer maquina, as correspondentes funcdes computadas
devem coincidir. Entretanto, € importante constatar que as trés classes de formalismos pos-
suem 0 mesmo poder computacional, ou seja:

B para qualquer programa recursivo (respectivamente, monolitico) e para qualquer maquina,
existe um programa monolitico (respectivamente, iterativo) e existe uma maquina tal que
as correspondentes funcdes computadas coincidem.

Ou seja, para efeito de analise de poder computacional (tratada em capitulos subsequentes),
pode-se considerar maquinas distintas para programas distintos € nao necessariamente existe
uma relacao entre as operacoes e testes (e a ordem de execucao) dos programas. J

2.4.2 equivaléncia de programas

Eventualmente, pode ser desejado analisar a equivaléncia de programas em uma dada maqui-
na, caracterizando uma nocao de equivaléncia mais fraca que a apresentada até o momento.
definicao 2.20 — Relacdo de equivaléncia de programas em uma maquina

Sejam P e Q dois programas arbitrarios, nao necessariamente do mesmo tipo, e uma maquina
M qualquer. Entao o par (P, Q) esta na relacdo de equivaléncia de programas na maquina M,
denotado por:

PEMQ

se, e somente se, as correspondentes funcdes parciais computadas sao iguais, ou seja
(P, M) = (Q, M)

Neste caso, P e Q sao ditos programas equivalentes na maquina M, ou simplesmente progra-
mas M-equivalentes. o

Existemn maquinas nas quais nao se pode provar a existéncia de um algoritmo para determinar
se, dados dois programas, eles sao ou nao M-equivalentes. De fato, existem maquinas muito
simples para as quais se prova, este problema é nao solucionavel. Este topico sera detalhado
em outro capitulo.
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2.4.3 equivaléncia de maquinas

Analogamente as equivaléncias de programas, pode-se estabelecer nocdes de equivaléncia
de maquinas. Afirma-se que duas maguinas sao equivalentes se uma pode simular a outra e
vice-versa. Inicialmente é introduzido o conceito de simulacao de maquinas.

definicao 2.21 — Simulacao forte de maquinas

Selam M = (Vi X, Y,y oy, IIe , Tl ) @ N = (Vg X, Y, my oy, T, Ty ) duas ma-
qguinas arbitrarias. N Simula Fortemente M se, e somente se, para qualquer programa P para
M, existe um programa Q para N tais que as correspondentes funcoes parciais computadas
coincidem, ou seja

(P M) =(Q, N) -

Portanto, a simulacao forte de uma maquina por outra pode ser feita usando programas dife-
rentes. De fato, esta é a nocao intuitiva de simulacao de maquinas.

E importante observar que a igualdade de funcdes exige que os conjuntos de dominio e con-
tradominio sejam iguais. Portanto, € necessario que as duas maquinas possuam 0S mesmos
conjuntos de valores de entrada e saida (observe em detalhes na definicdo acima). Eventual-
mente, este fato pode ser um incOmodo quando deseja-se comparar maqguinas que determi-
nam diferentes computacoes de entrada e saida, mas que estao relacionadas proximamente.
Pode-se contornar esta dificuldade tornando menos restritiva a definicao de simulacao por
meio da nocao de codificacdes.

definicao 2.22 - Simulacao de maquinas

SEiam- M= (VM: Xm, Ym, 'TI:XM' TEYM, HFM' HTM) eN = (VN" XN’ YN’ TEXN, TI:YN, HFN' HTN) d-uaS
maquinas arbitrarias. N Simula M se, e somente se, para qualquer programa P para M, existe
um programa Q para N e existem:

Funcao de Codificacao

c: Xy — Xy
Funcao de Decodificacao
d: Yy — Y
tais que:
(PbM)=d*{(Q,N)ec N

definicao 2.22 — Relacdo de equivaléncia de maquinas

Sejam M e N duas maquinas arbitrarias. Entdo o par (M, N) esta na relacdo de equivaléncia
de maquina, se, e somente se:

MsimulaN e NsmulaM u
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2.5 -—3 conclusoes

Neste capitulo, sao introduzidos os conceitos de programa e maquina, 0s quais sao usados para
construir as definicbes de computacao e funcao computada. Em particular, estudam-se trés
tipos de programas: monolitico, iterativo e recursivo. A partir dos conceitos de programa (uma
estrutura algoritmica) e maquina (que da semantica para as operacoes e testes do programa)
sao definidos: computacao (a execucao do programa em uma maquina) e funcao computada.

Baseadas em funcao computada, sao apresentadas nocdes de equivaléncia de programas:
programas fortemente equivalentes , programas equivalentes (em uma maquina).

A relacao de equivaléncia de programas fortemente equivalentes induz uma hierarquia de
tipos de programa: recursivos sao mais gerais gue 0s monoliticos, os quais, por sua vez, sao
mais gerais que os iterativos.

A relacao entre os conceitos deste e demais capitulos é demonstrada na figura 2.23.

(Programa ) C Maquina )

\4

(Com putacao

v

Funcao
computada
A4

Programas Maq uinas
equivalentes equivalentes

Funcoes Maquinas
computaveis universais

figura 2.23 Relacao entre os conceitos deste e demais capitulos.
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2.6 -—3% @xercicios

exercicio 2.1 Identifique e compare construcdes andlogas as usadas nas definicdes de pro-
gramas monolitico, iterativo e recursivo em linguagens de programacao como Pascal, C ou
outra de seu conhecimento.

exercicio 2.2 Desenhe um fluxograma que corresponde a cada um dos seguintes programas.

P,=({r,: faca ¥ va para r, }, r,)
Composicao até (programa iterativo);
Programa sem instrucao alguma;

Programa sem instrucao de parada.

efnfo]s]

exercicio 2.3 Em relacao a programas iterativos:

|

Em que situacao a execucao de:

enqguanto I faca V

V pode nao ser executado?
b | Por que a operacao vazia ¢ constitul um programa iterativo?
g

Por que se pode afirmar que:

a traducao de um programa iterativo para um monolitico € imediata?
exercicio 2.4 Em relacao a computacao:

Por que é possivel afirmar que a computacao de um programa monolitico em uma ma-
quina, para um dado valor inicial de memoria, € deterministica?

‘b | Analogamente para um programa iterativo?
¢ | Analogamente para um programa recursivo?

o)

exercicio 2.5 Caracterize e diferencie computacao e funcao computada.
exercicio 2.6 Defina computacao de programas iterativos em uma maquina.

exercicio 2.7 Dé a definicao formal da funcdo computada (W, M) de um programa iterativo
W em uma maquina M.

exercicio 2.8 Defina computacao finita para programas iterativos.
exercicio 2.9 Escreva um programa iterativo onde a computacao seja infinita.
exercicio 2.10 Em relacao a funcdo computada por um programa em uma maguina:

E Considere o programa monolitico mon_b<-a (figura 2.10) para a maquina dois_reg
(figura 2.7). A correspondente funcao computada (mon_b<-a, dois_reg) é total?
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E Considere o programa monolitico comp _infinita (figura 2.12) para a maquina dois_reg
(figura 2.7). Para quais valores do dominio a fungdo computada (comp _infinita, dois_
reg) é definida?

¢ | Considere o programa recursivo ¢_magquina (figura 2.14) e uma maquina M = (V, X,

Y, ty, 7y I I17) qualquer. Por que a correspondente funcao computada (gg_maquina,
M) é indefinida para qualquer entrada?

exercicio 2.11 Traduza os programas monoliticos representados por fluxogramas em pro-
gramas recursivos e simplifique se possivel.

representado na figura 2.24;
representado na figura 2.25;
representado na figura 2.26;
representado na figura 2.27;
representado na figura 2.28.

oo n oo

V

(parada )

figura 2.24 Fluxograma 1.
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(e

=

parada)

figura 2.25 Fluxograma 2.

partida

)
N o

= < m<—<.—><7114{—

parada

)
L

figura 2.26 Fluxograma 3.
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-
Y
: v
f
( parada)
figura 2.27 Fluxograma 4.
(partida)
: V
:

Y T ( parada )

figura 2.28 Fluxograma 5.

exercicio 2.12 Traduza o programa iterativo representado na figura 2.29 em programa mo-
nolitico, nas formas de:

a Fluxograma;

b | Instrucdes rotuladas.




72 + Teoria da Computacao: Maquinas Universais e Computabilidade

(se T,
entdo enquanto T,
faca (até Ty

faga (V;W))
sendo (v))

figura 2.29 Programa iterativo.

exercicio 2.13 Traduza o programa recursivo representado na figura 2.30 em programa
iterativo.

P & R, onde
R, def (se T entdo F;R, sendo R,),
R, def G; (se T entdo F;R; sendo V)

figura 2.30 Programa recursivo.

exercicio 2.14 Suponha que se escreva M; = M, se a maquina M,, simula M,, mas M,
pode ter na sua definicdo outros testes e operacdes a mais. Qual é a relagcdo entre (P, M,) e

(P', M,) se M, = M,? Qual a relacao do poder computacional da maquina M4 em relacao a
maquina M,?

exercicio 2.15 Suponha que, na definicdo de uma maquina, sejam admitidas funcoes par-
clais na especificacao dos identificadores de operacdes e testes. Dé a definicao apropriada da
funcao computada por um programa em uma maquina em tal caso.

exercicio 2.16 Traduza os programas iterativos W, e W, definidos na figura 2.31 e na figura
2.32 para programas recursivos.

Programa iterativo W1

enquanto T
faca (F;(se Tent3o ¢ sendo G))

figura 2.31 Programa iterativo.

Programa iterativo W2

enquanto T
faca (F;enquanto Tfaca (F);G)

figura 2.32 Programa iterativo.
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exercicio 2.17 Sobre computacao de programa recursivo em uma maquina, marque a afir-
macao /ncorreta:

E um histérico das instrucdes executadas e os correspondentes valores de memoria;
Um teste e referéncia a uma sub-rotina nao alteram o valor corrente da memoaria;

Em uma computacao finita, a expressao (¢) ocorre no ultimo par da cadeia e nao ocorre
em qualquer outro par;

'd | Para um dado valor inicial de memdria, a correspondente cadeia de computacao é Unica,
ou seja, a computacao € nao deterministica;
‘e | Em uma computagdo infinita, expressao alguma da cadeia é (/).

exercicio 2.18 Qual das alternativas abaixo representa a hierarquia induzida pela relacao de
equivaléncia forte de programas?

n'}u'%m

Programas recursivos < Programas monoliticos < Programas iterativos;
Programas monoliticos = Programas recursivos < Programas iterativos;
Programas iterativos < Programas recursivos < Programas monoliticos;
Programas monoliticos = Programas iterativos < Programas recursivos;
Programas Iterativos = Programas monoliticos < Programas recursivos.

m‘ o n|o o

exercicio 2.19 Em relacao a equivaléncia de programa, marque a alternativa errada:

Qualquer programa monolitico tem um fortemente equivalente recursivo;

Os programas recursivos podem simular qualquer programa iterativo;

Para todo programa iterativo, existe um monolitico fortemente equivalente;

Para todo programa recursivo, existe um iterativo fortemente equivalente.

Para todo programa recursivo, existe um equivalente monolitico na maquina Norma.

;m}" n.‘n u"m

exercicio 2.20 Dada uma maquina qualquer e considerando a analise dos diversos tipos de
programa nesta maquina, marque a alternativa correta:

Qualquer programa iterativo pode ser traduzido para fluxograma;
Qualquer fluxograma pode ser traduzido para programa iterativo;

Qualquer programa recursivo “faz alguma coisa”, jJa que a operacao vazia nao constitul
um programa recursivo;

Dado um programa monolitico, ndo necessariamente existe um correspondente progra-
ma recursivo fortemente equivalente;

e | Qualquer programa iterativo que possuir composicao enquanto, denotada por “enquan-
to X faca Y”, nao possui um correspondente programa recursivo fortemente equivalente

n T o

Q.

exercicio 2.21 Marque a alternativa correta:

[ & ] Desvios incondicionais sao permitidos em um programa iterativo;
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Um programa descreve completamente uma computacao, visto que contém a natureza

das operacdes ou dos testes;

n

Para todo programa monolitico, existe necessariamente um programa iterativo fortemen-

te equivalente ;

/8

Duas maquinas sao equivalentes se uma pode simular a outra e vice-versa;
Dois programas sao fortemente equivalentes se suas fungdes computadas coincidem

para uma determinada maquina.

exercicio 2.22 Sobre equivaléncia forte de programas, analise as afirmacdes abaixo:

Dois programas sao fortemente equivalentes se, e somente se, os dois sao do
mesmo tipo e suas funcdes computadas sao iguais;

Nem todo programa recursivo possul um monolitico fortemente equivalente pelo
fato de que o primeiro € mais genérico que o segundo;

As funcdes computadas por programas fortemente equivalentes possuem a pro-
priedade de que as mesmas operacdes podem ser efetuadas em qualquer ordem,
independente do significado das mesmas, pois a saida € a mesma.

Marqgue a alternativa correta:

o|alnfo)s)

Apenas I,
Apenas ll;
Apenas lll;
Apenas |l e lll;
, 1l e lll

r

exercicio 2.23 Analise as afirmacdes abaixo:

V.

A palavra "Eleevagdor” pode ser formada a partir do alfabeto £ = {a, d, e, |, 0,
I, V, W},

Sejam P e Q, dois programas. Se para uma maquina M, (P, M) = (Q, M), entdo os
programas nao sao equivalentes nessa maquina;

Um programa pode ser representado por meio de um fluxograma que contenha
v como instrucao de parada;

Cabe a maquina suprir o significado, ou seja, dar semantica, aos identificadores
das operacdes e dos testes de um programa.

Marqgue a alternativa correta:

a | Apenas Il e lll estao incorretas;
b | Apenas IV e |l estao corretas;
¢ | Oul e IV estdo corretas ou lll esté correta;
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d Oulell estdao corretas ou lll e IV estao incorretas;
e | Ou |l esta correta ou a lll esta correta.

exercicio 2.24 No contexto da equivaléncia forte, marque a alternativa correta:

Para qualquer programa monolitico, existe um programa iterativo equivalente;
Para qualquer programa recursivo, existe um programa monolitico equivalente;
Para qualquer programa recursivo, existe um programa iterativo equivalente;
Para qualquer programa monolitico, existe um programa recursivo equivalente;
Nenhuma das alternativas anteriores esta correta.

m‘n.[n o o

exercicio 2.25 A relacao de equivaléncia forte entre programas permite:

Identificar programas iguais em diferentes classes de equivaléncia;

Identificar programas iguais cujas funcdes computadas sao iguais;

Afirmar que todo programa monolitico tem um iterativo fortemente equivalente ;
Identitficar diferentes programas em uma mesma classe de equivaléncia;

Afirmar que funcdes computadas por programas fortemente equivalentes tém a proprie-
dade de que as mesmas operacdes sao efetuadas numa ordem muito semelhante.

oo nlo|o

exercicio 2.26 Sobre a definicao de programas recursivos, analise as sequintes afirmacoes:

| O programa tem, em sua definicao, uma expressao Inicial, indicando qual a pri-
meira rotina a ser computada.

Il.  Um programa recursivo é capaz de representar um conjunto de problemas maior
do que o programa iterativo é capaz.

I1l. A instrucdo representa um teste em um programa recursivo: "R def se T entdo v
senao F;'

IV.  Um programa recursivo termina quando ha uma chamada de sub-rotina que nao
esta definida.

V.  Arepresentacao de um programa recursivo pode ser reduzida, substituindo-se as
chamadas de sub-rotinas pelas expressdes executadas por estas, desde que essas
sub-rotinas nao sejam testes.

Marque a alternativa correta:

Apenas | e lll estao corretas;
Apenas | e V estao corretas;
Apenas |, lIl e V estao corretas;
Apenas |, Il e V estao corretas;
Apenas Il, lll e IV estao corretas.

D \n. n‘u'[m:
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exercicio 2.27 Sobre a relacao de equivaléncia forte de programas, marque a alternativa
errada:

a

|

N

‘l—

o o

As funcdes computadas por programas fortemente equivalentes tém a propriedade de
gue as mesmas operacdes sao efetuadas na mesma ordem, independentemente do sig-
nificado dos mesmos;

Analisando programas fortemente equivalentes, € possivel dizer qual é o “mais otimiza-
do” estruturalmente;

Como para qualquer programa iterativo existe um monolitico fortemente equivalente, a
classe de programas monoliticos tem maior poder computacional que os iterativos;

Para qualquer programa iterativo, existe um programa recursivo fortemente equivalente;

Permite identificar diferentes programas cujas funcdes computadas coincidem, para qual-
guer maquina.

exercicio 2.28 Sobre a equivaléncia de programas e maquinas, marque a alternativa correta:

};\ A relacao de equivaléncia entre duas maquinas ocorre quando aoc menos uma delas é

-

e |n

e

capaz de simular todas as funcoes da outra.

A relacao de equivaléncia forte entre um programa monolitico Pm e outro iterativo Pi
pode ser verificada, transformando-se cada um deles em programas recursivos forte-
mente equivalentes (Pr,m = Pm e Pr,i = Pi) e, entdo, aplicando-se um método conhe-
cido para testar equivaléncia entre Pr,m e Pr,i, a fim de provar a relacao entre todos
(Prrm = Pm = Pr, i = Pi).

Nao existe qualquer método capaz de verificar a equivaléncia forte entre dois programas
iterativos;

Se dois programas P e Q sao equivalentes em uma maquina de tracos M, entao P e Q sao
fortemente equivalentes ;

A simulacao forte entre maquinas deve ser feita usando programas iguais;

exercicio 2.29 Com relacao a equivaléncia de programas, marque a alternativa que descreve
corretamente a igualdade de funcdes parciais, tendo-se duas funcoes parciais f, g: X = Y
para cada x € X:

@ Ambas as funcdes sao definidas e f(x) = g(x);
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Ou ambas sao definidas e f(x)=g(x) ou ambas f(x) e g(x) sao indefinidas;
Ou ambas sao definidas e f(x)=g(x) ou pelo menos uma delas, f(x) ou g(x), é indefinida;
Funcdes parcials iguais sao encontradas apenas em programas iterativos, pois sao 0s

unicos que admitem funcaoes,;

L]

Nenhuma das alternativas anteriores esta correta.

exercicio 2.30 Sobre equivaléncia de programas € maquinas, analise as sequintes afirmacoes:

Marque a al

Apenas
Apenas
Apenas
Apenas
Apenas

o|aln|o]o

Se um programa P4 € equivalente a um programa P, em uma maquina de tracos,
entao eles sao fortemente equivalentes ;

Seja R um programa recursivo, M um programa monolitico e | um programa itera-
tivo. Ndo é verdade que M é mais geral que |, que, por sua vez, € mais geral que R;
Sabendo que a maquina M, pode simular a maquina M, entao M, € equivalente
a M.

ternativa correta:

esta correta;

e || estao corretas;
e ||l estao corretas;
|| esta correta;

| e Il estao corretas.

Termos-chaves

computacao, p. 48 programa monolitico, p.37

funcao computada, p. 54 programa recursivo, p. 44

instrucoes rotuladas, p. 39 programas fortemente equivalentes, p. 58
maquina, p. 45 relacao de equivaléncia de maquinas, p. 57
programa, p. 35 relacao de equivaléncia de programas, p. 57

programa iterativo, p. 41 relacao de equivaléncia forte, p. 57
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L | verificacdo da equivaléncia
‘ forte de programas

r 4

Estuda formas e condicoes para determinar se dois
programas sao fortemente equivalentes (equivalentes em
qualquer maquina). Um algoritmo para decidir a equivaléncia
forte entre programas monoliticos é apresentado.

E. como todo o programa iterativo possui um programa
monolitico fortemente equivalente, 0o mesmo pode

ser afirmado para programas iterativos. Entretanto, até o
momento, ndo é conhecido se existe um algoritmo
analogo para programas recursivos.

A equivaléncia forte de programas monoliticos é
construida usando a maquina de tracos (produz um
rastro ou historico das operacoes do programa) e
Instrucoes rotuladas compostas (forma alternativa

de descrever programas monoliticos).
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Neste capitulo, sao estudadas formas de se determinar se dois programas, sob determinadas
condicdes, sao ou nao fortemente equivalentes. Uma vez que programas iterativos e mo-
noliticos podem ser transformados em programas recursivos fortemente equivalentes, uma
resposta satisfatoria a essa questao poderia ser a obtencao de um método geral, aplicavel a
qualquer par de programas recursivos P e Q, o qual decidiria, em um nUmero finito de passos,
se P = Q. Porém, como afirmado anteriormente, até o momento, nao se sabe se o problema
da equivaléncia Torte de programas recursivos é solucionavel.

Na falta de um algoritmo genérico para programas recursivos, procuram-se métodos para
verificar a equivaléncia forte de classes mais simples de programas. De fato, mostra-se que
existe um algoritmo para decidir a equivaléncia forte entre programas monoliticos. E, como
todo o programa iterativo possui um programa monolitico fortemente equivalente, 0 mesmo
pode ser afirmado para programas iterativos.

A verificacao de que dois programas monoliticos sao fortemente equivalentes € baseada no
trabalho de R. Bird (1976) e usa 0s seguintes conceitos:

'a | Méquina de tragos. Produz um rastro ou histérico (denominado traco) da ocorréncia das
operacoes do programa. Neste contexto, dois programas sao fortemente equivalentes se
sao equivalentes em qualguer maquina de tracos.

Programa monolitico com instrucées rotuladas compostas. Instrucdes rotuladas compos-
tas constituem uma forma alternativa de definir programas monoliticos. Basicamente,
uma instrucao rotulada composta é um teste da seguinte forma (compare com a instru-
cao rotulada de teste):

=

r,: se T entdo faga F v4_para r, sendo faca G va _para r,

De fato, usando maquinas de tracos, é facil verificar que, para um dado fluxograma é possivel
construir um programa fortemente equivalente usando instrucées rotuladas compostas. Ins-
trucdes rotuladas compostas induzem a nocao de rotulos fortemente equivalentes, a qual é
usada para determinar se dois programas sao ou nao fortemente equivalentes.
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3.1 ~—+ maquina de tracos

Uma maquina de tracos nao executa as operacdes propriamente ditas, apenas produz um
histdrico ou rastro da ocorréncia destas, denominado de traco. Portanto, para computacoes
finitas, um traco € uma palavra sobre um alfabeto de identificadores de operacdes. Essas
maguinas sao de grande importancia para o estudo da equivaléncia de programas, pois,
como sera verificado adiante, se dois programas sao equivalentes em qualquer maquina de
tracos, entao sao fortemente equivalentes. A nocao de traco tambéem é importante no es-
tudo dos modelos de concorréncia e da semantica formal, 0os quais nao sao objetivos desta
publicacao.

definicao 3.1 — Maquina de tracos
Uma maquina de tragos é uma maquina:

M = (Op*, Op*, Op*, idgy+ idgy+, I1f, Ily)
onde:

Op* conjunto de palavras de operacoes definido sobre o alfabeto de identificadores
de operacdes Op = { F, G, ... }. Corresponde ao conjunto de valores de memaé-
ria, de entrada e de saida;

idg,+ fungdo identidade em Op*. Corresponde as fungoes de entrada e de saida;

I, conjunto de interpretacées de operacoes onde, para cada identificador de opera-
cao F de Op, a interpretacao mg: Op* — Op™ é tal que, para qualquer w € Op*,
ne(w) resulta na concatenacao do identificador F a direita de w, ou seja:

I1; conjunto de interpretacées de testes tal que, para cada identificador de teste T:
nr. Op* — { verdadeiro, falso } € funcdo de Il u

Portanto, o efeito de cada operacao interpretada por uma maquina de tracos é simplesmente
o de acrescentar o identificador da operacao a direita do valor atual da memoria. O valor de
saida da funcao computada consiste em um historico das operacdes executadas durante a
computacao. Em suma, para definir uma maquina de tracos, precisa-se apenas especificar as
Interpretacdes dos testes, pois as operacoes sao predeterminadas.

definicao 3.2 — Funcao induzida por um traco em uma maquina

Selam M = (V, X, Y, my, my, I, I1y) uma maquina, Op = { F, G, H, ... } o conjunto de opera-
cOes interpretadas em Il e w = FG...H um traco possivel de M, ou seja, w € Op*. A fungdo
Induzida pelo traco w na maquina M, denotada por:

lw M]: X =V
é a funcao (total):

[W, M] e ,T[:H ¥ s B .TEG & TI:F "' LTI:X
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A funcao [w, M] aplicada a uma entrada x € X é denotada como segue:
[Wx, M] — TEH ¥ e © 'II:G & '.TEF = Tﬁx(X) D

Portanto, a funcao induzida por um traco nada mais é do que a funcao resultante da
composicao das interpretacdoes das diversas operacdes que constituem o traco. Note-se
gue a composicao de funcdes é notada em ordem inversa da concatenacao de simbolos
no traco.

teorema 3.3 — Equivaléncia forte de programas <> equivaléncia de programas em maquinas
de tracos

Sejam P e Q dois programas arbitrarios, nao necessariamente do mesmo tipo. Entao:
P = Q se, e somente se, para qualquer maquina de tragcos M, P =, Q

= Prova.
(—) Eimediata, a partir da definicdo de equivaléncia (por qué?).

(«<=) A prova que segue é por absurdo e para programas do tipo monolitico. Para os demais
casos, a prova e similar e é sugerida como exercicio.

Sejam P e Q programas monoliticos equivalentes em qualgquer maquina de tracos. Suponha
gue P e Q ndo sao fortemente equivalentes. Entdo existe uma maquina N = (V, X, Y, TOX
vy g Iy ) onde Op = { F, G, H, ... } € o conjunto de operagdes interpretadas em II,
tal que (P, N) = (Q, N). Entao:

B seja x € X uma entrada tal que (P, N)(x) = (Q, N)(x);
B sejaM = (Op*, Op*, Op*, idop*, idop*, IT . HTM) uma maquina de tracos tal que, para
cada traco w € Op™ e para cada teste Ty € Iy :

Tp(w) = Ty(lw,, NI)

onde [w,, N] é a funcao induzida pelo traco w na maquina N, aplicada a entrada x. Portanto,
o teste de um historico (traco) em M, é o teste correspondente em N, aplicado sobre o resul-
tado da efetiva aplicacao das funcoes que constituem o historico. Lembre-se que, para definir
uma maquina de tracos, precisa-se apenas especificar as interpretacdes dos testes, pois as
operacoes sao predeterminadas. Portanto, M esta completamente definida. Por simplicidade,
no texto que segue, a entrada x € omitida em Ty ([w,, NJ]), ou seja

Ty([w,, N]) éabreviado por  Ty([w, N])
Para qualquer programa monolitico R, tem-se que:

(R, M)(¢) resulta em um traco (M é uma maquina de tracos)
[(R, M)(g), N] é a funcao induzida por (R, M)(e) em N para a entrada x

Neste contexto, prova-se que:

(R, N)(X) = my,_ © [{R, M)(e), N]
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Assim, considerando-se que (P, N)(x) = (Q, N)(x), tem-se que:

(P, N)(x) = (Q, N)(x) =
= Ty, [(P, M)(g), N] = Ty, " [(Q, M)(g), N] = Ty é funcao
= [(P, M)(¢), N] = [(Q, M)(¢), N] = (por qué?)

= (P, M)(g) = (Q, M)(¢)

0 que € um absurdo, pois fol suposto que os programas monoliticos P e Q sao programas
equivalentes em qualquer maquina de tracos. Portanto, é absurdo supor que P e Q nao sao
fortemente equivalentes.

Logo, P e Q sao fortemente equivalentes.

A prova que, de fato, para qualquer programa monolitico R = (I, r,), tem-se que
(R, N)(x) = =y ° [(R, M)(e), NI € por indugdo no numero de pares que constituem as
computagoes. No que seque, (xr;, v) e (m,, w,) representam pares das computagoes de
(R, N) e my ~ [(R, M)(e), NI, respectivamente.

'a| Base de indugdo. Suponha n = 0. Ent3o:
ro — mo
Vg = TE)(N(K) = [g, N] = [Wg.r N]

b | Hipotese de inducdo. Suponha que, para algum n = 0 fixo, tem-se que:

B = My
Vi, = [w, N]

€| Passo de indugdo. Existem dois casos possiveis:
c.1) Operacdo.r: fagca F vd para r’

Liep1 = Myyy = T
Vi+1 = Ty (Vi) = g, (W, NI) = [wy F NI = [wyq, NI =Wy q = wyF

c.2) Teste.r: se T entdo vad para r’ sendo vad para r”
Fee1 = M,y POIS Tpg(wy) = Ty(lwy, NI) = Ty(v)
Vik+1 = Vk = (Wi NI = [wyeiq, NI = wypq = wiF

Portanto, (R, N)(x) = my  [{R, M)(e), NI .
A justificativa do seguinte corolario € sugerida como exercicio:

corolario 3.4 — Equivaléncia forte de programas <> equivaléncia de programas em
maquinas de tracos

Sejam P e Q dois programas arbitrarios, nao necessariamente do mesmo tipo. Entao:

P = Q se, e somente se, para qualquer maquina de tracos M, (P, M)(e) = (Q, M)(e) [
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3.2 -—* jnstrucoes rotuladas compostas

A verificacao da equivaléncia forte de dois programas monoliticos pode ser mais facilmente
realizada usando uma forma equivalente (fortemente) de representacao baseada em conjun-
tos de instrucdes rotuladas compostas.

Instrucoes rotuladas compostas possuem uma unica forma, ao contrario das instrucoes rotu-
ladas, as quais podem ser de duas formas: operacao ou teste. De fato, uma instrucao rotulada
composta combina ambas em uma uUnica forma.

definicao 3.5 — Instrucao rotulada composta, instrucao etiguetada composta

Uma instrucao rotulada composta ou instrucao etiquetada composta € uma sequéncia de
simbolos da sequinte forma (suponha que F e G sao identificadores de operacao eque T éum
identificador de teste):

r,: se T entdo faga F v4 para r, sendo faga G vad para r,

Adicionalmente:

B r., e r, sao ditos rotulos sucessores ou etiquetas sucessoras de r,
B r, édito rotulo antecessor ou etiqueta antecessora de r, e r, 3

definicao 3.6 — Programa monolitico com instrucdes rotuladas compostas

Um programa monolitico com instrucdes rotuladas compostas ou programa monolitico com
instrucoes etiquetadas compostas P € um par ordenado:

P= (I, r)

no qual:

I € um conjunto finito de instruc¢des rotuladas compostas, sendo que nao existem duas
Instrucdes diferentes com um mesmo rotulo;

'b | r é um rétulo distinguido denominado rétulo inicial ou etiqueta inicial que identifica a
Instrucao rotulada inicial em I;

um roétulo é dito rotulo final ou etiqueta final se € referenciado por pelo menos uma ins-
trucao de I, mas nao rotula qualquer instrucao de I. ]

o

.

Para simplificar o entendimento da determinacao da equivaléncia forte de programas monoli-
ticos, no que segue, € considerado somente o caso particular em que 0s programas possuem
um unico identificador de teste, denotado por T, como o representado na figura 3.1. O caso
geral (mais de um identificador de teste) pode ser facilmente estendido.

Considerando um unico identificador de teste, uma instrucao rotulada composta da forma:

r,: se T entdo fagca F v4 _para r, sendo fagca G va_para r,

pode ser abreviada simplesmente por:

ry: (F l"z)r (G, rg)



Capitulo 3 — Verificagdo da Equivaléncia Forte de Programas 85

A seguir, é apresentado um algoritmo para traduzir fluxogramas em instrugdes rotuladas
compostas. Para um melhor entendimento, sugere-se intercalar a leitura do algoritmo com o
exemplo que o segue.

definicao 3.7 - Algoritmo: fluxograma — rotuladas compostas

Os componentes elementares de partida, parada e opera¢ao de um fluxograma sdo gene-
ricamente denominados de né. O algoritmo para traduzir um fluxograma P para um progra-
ma monolitico P* constituido por instru¢ées rotuladas compostas é como segue:

‘a Rotulagdo de nés. Rotula-se cada né do fluxograma. Suponha, sem perda de genera-
lidade, que existe um Unico componente elementar de parada, ao qual é associado o
identificador € (palavra vazia). O rétulo correspondente ao né partida é o rétulo inicial
do programa P’;

E Instrugdes rotuladas compostas. A construgao de uma instrugdo rotulada composta parte
do né partida e segue o caminho do fluxograma. Dependendo do préximo componente
elementar, tem-se que:

b.1) Teste. Para um teste como na figura 3.1, a correspondente instrugao rotulada
composta é como segue:

rl: (E rz)c (Gr r3)

b.2) Operagdo. Para uma operagao como na figura 3.1, a correspondente instrugao
rotulada composta € como segue:

r,: (F. rg)r (F, 1'2)

b.3) Parada. Para uma parada como na figura 3.1, a correspondente instrugao rotula-
da composta é como segue:

r: (parada, ¢), (parada, ¢)

b.4) Testes encadeados. No caso de testes encadeados como na figura 3.1, segue-se o
fluxo até que seja encontrado um né, resultando na seguinte instrugao rotulada
composta:

ry: (F rp), (G, r;)

Analogamente para encadeamentos sucessivos de testes. Note-se que a ocor-
réncia da operagao H nao é atingivel, pois, como é suposto que existe somente
um identificador de teste, equivale a afirmar que T € uma contradig¢do, ou seja, é
simultaneamente verdadeira e falsa;

b.5) Testes encadeados em ciclo infinito. Para um ciclo infinito determinado por testes
encadeados como na figura 3.1, a correspondente instrucdo rotulada composta é
como segue:

r,: (F x,), (ciclo, w)

Neste caso, deve ser incluida, adicionalmente, uma instrugdo rotulada composta
correspondente ao ciclo infinito, ou seja:

w: (ciclo, o), (ciclo, w) Q
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No texto que segue, a rotulagdo dos nés de um fluxograma usa nimeros naturais, fixando o
niGmero 1 para o né de partida.

Teste Ty
v f
) F G T
r
‘ Testes
encadeados
X F
Operacgao I F
r
L H G X,
e
parada
L3 Testes
encadeados
em ciclos
infinitos
v
r, F
f
f

figura 3.1 Instrugdes rotuladas compostas.
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exemplo 3.1 - Algoritmo: fluxograma — rotuladas compostas

Considere o programa monolitico especificado na forma de fluxograma na figura 3.2, cujos
nds ja estdo rotulados. O correspondente programa com instrugdes rotuladas compostas é
representado na figura 3.3, supondo que 1 é o rétulo inicial. Note-se que:

B o rétulo 2 é sucessor dele mesmo. O mesmo ocorre com os rétulos 4, 7 e w;

B existem dois caminhos no fluxograma que atingem o né parada. Entretanto, somente
um é representado no conjunto de instrugdes rotuladas compostas. O segundo caminho é
impossivel, pois se trata de uma contradi¢do de T,

B na instrugdo rotulada por 7, ocorre um ciclo infinito (compare com o caso de ciclo infinito
determinado por testes encadeados como na instrugao rotulada por ). Q

figura 3.2 Fluxograma Q com os nés rotulados.

(G, 2), (F, 3)
(G, 2), (F, 3)
(Fl 4)! (G! s)

(F, 4), (G, 5)

(F, 6), (ciclo, )
(parada, ¢), (G, 7)
(G, 70, (G, 7)
(ciclo, ), (ciclo, ®)

E N O Wm e W N

figura 3.3 Conjunto de instrugdes rotuladas compostas.
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Relativamente aos programas especificados usando instru¢des rotuladas compostas, as no-
¢oes de computagdo e fungdo computada sdo anédlogas as dos programas monoliticos.

A seguir, verifica-se que, de fato, um fluxograma e o seu correspondente programa com ins-
trugdes rotuladas compostas sao fortemente equivalentes, excetuando-se para computagdes
finitas, devido ao né de parada.

lema 3.8 - Equivaléncia forte: fluxograma — rotuladas compostas

Sejam P é um programa monolitico especificado na forma de fluxograma e P’ = (I, 1) o seu
correspondente programa construido usando o algoritmo de tradugdo de fluxograma para
instrugdes rotuladas compostas, supondo o rétulo 1 associado ao né de partida. Entdo, para
qualquer maquina de tragos M, tem-se que:

(P, M)(e) = (P, M)(e)
w Prova: A prova é trivial (por qué?). Lembre-se que:

B uma maquina de tragos simplesmente concatena identificadores de operagdes;

B a palavra vazia ¢, correspondente ao rétulo de parada, é o elemento neutro da operagao
de concatenagao;

®m o identificador ciclo ocorre somente em computagdes infinitas, quando as corresponden-
tes fungdes computadas sdo indefinidas. Q

3.3 ~— equivaléncia forte de programas monoliticos

Para introduzir a equivaléncia forte de programas monoliticos é necessario, antes, apresentar
o conceito de uniao disjunta. A unido disjunta de conjuntos garante que todos os elemen-
tos dos conjuntos componentes constituem o conjunto resultante, mesmo que possuam a
mesma identificagdo. Neste caso, considera-se que os elementos sdo distintos, mesmo que
possuam a mesma identificagdo. Por exemplo, para os conjuntosA={a,x}eB={b, x},
o conjunto resultante da unido disjunta é:

{ a5, Xar bg. X5 }

No exemplo, o indice é usado para assegurar que as identificagdes dos elementos sao dis-
tintas. Por simplicidade, quando a identificagao for Unica, o indice pode ser omitido. Assim,
conjunto resultante do exemplo acima fica como segue:

{a, xp b, xg }

A verificagdo da equivaléncia forte de programas monoliticos é baseada no seguinte co-
rolario sobre unido disjunta, o qual é decorréncia direta do lema 3.8 - Equivaléncia forte:
fluxograma — rotuladas compostas.
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corolario 3.9 - Equivaléncia forte: unido disjunta

Sejam Q = (I, q) e R = (I, r) dois programas monoliticos especificados usando instrugdes
rotuladas compostas e sejam P, = (I, g) e P, = (I, r) programas monoliticos onde I é o
conjunto resultante da unido disjunta de I e I;. Entdo:

Pc| = P, se, e somentese, Q =R Q

Assim, o algoritmo para a verificagdo da equivaléncia forte de Q e R se resume a verificagao se
P, e P, sdo fortemente equivalentes. Entretanto, para desenvolver o algoritmo, € necessario
considerar:

B cadeia de conjunto: sequéncia de conjuntos ordenada pela relagdo de inclusao;

B programa monolitico simplificado: instrugdes rotuladas compostas que determinam ciclos
infinitos sdo excluidas (excetuando-se a instrugao rotulada por , se existir);

B rétulos fortemente equivalentes : o algoritmo de verificagdo se P, e P, sdo fortemente
equivalentes baseia-se em rétulos consistentes.

definicdo 3.10 — Cadeia de conjuntos, cadeia finita de conjuntos, limite de uma cadeia
finita de conjuntos

Uma sequéncia de conjuntos AgA,... é dita:

‘a Uma cadeia de conjuntos se, para qualquer k = 0,

A S At
‘b Uma cadeia finita de conjuntos é uma cadeia de conjuntos onde existe n, para todo k = 0,
tal que:
An = Anik
Neste caso, define-se o limite da cadeia finita de conjuntos como segue:
lim A, =A, Q

O lema a seguir fornece um algoritmo para determinar se existem ciclos infinitos em um
conjunto de instrugdes rotuladas compostas. A ideia bésica é partir da instrugdo parada,
rotulada por €, determinando os seus antecessores. Por exclusdo, uma instrugao que nao
é antecessora da parada determina um ciclo infinito. As provas dos lemas e teorema que
seguem sao omitidas.

lema 3.11 - Identificacdo de ciclos infinitos em programa monolitico

Seja I € um conjunto de n instrugbes rotuladas compostas. Seja AgA,... uma sequéncia de
conjuntos de rétulos indutivamente definida como segue:

Ag={¢e}
A .4 =A U ({r | rérétulo de instrucdo antecessora de alguma instrugdo rotulada por

Ay }
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Entdo AgA,... € uma cadeia finita de conjuntos e, para qualquer rétulo r de instrucdo de I,
tem-se que:

(I, ¥) = (I, w) se esomentese, re&limA, Q

O lema acima proporciona uma maneira facil de determinar se algum rétulo caracteriza ciclos
infinitos.
exemplo 3.2 - Identificagdo de ciclos infinitos em programa monolitico

Considere o conjunto I de instrugdes rotuladas compostas representado na figura 3.3. A
correspondente cadeia finita de conjuntos é como segue:

Apg={¢e}

A, ={6, ¢}

A2={5, 6, 8}

A; ={3, 4, 5, 6, ¢}

Ay={1, 2, 3, 4, 5, 6, ¢}

Ag={1, 2, 3, 4, 5, 6, €}
Logo:

limA, ={1, 2, 3, 4, 5, 6, ¢}
(1, 7) = (I, ), pois 7 & lim A, Q

Portanto, pode-se simplificar um conjunto de instrugdes rotuladas compostas eliminando
qualquer instrugdo de rétulo xr = w que determine um ciclo infinito.

definicdao 3.12 - Algoritmo de simplificagdo de ciclos infinitos

Seja I um conjunto finito de instrugdes rotuladas compostas. O algoritmo de simplificagdo de
ciclos infinitos é como segue:

‘a | Determina-se a correspondente cadeia finita de conjuntos AgA,... como no lema acima;
‘b | Para qualquer rétulo r de instrugdo de I tal que r & lim A, tem-se que
B a instrugao rotulada por r é excluida

B toda referéncia a pares da forma (F, x) em I é substituida por (ciclo, w)
B I=1IU/{w: (ciclo, ), (ciclo, w)} Q

exemplo 3.3 - Simplificagdo de ciclos infinitos em programa monolitico

Considere o conjunto de instrugdes rotuladas compostas representado na figura 3.3, o qual
corresponde ao fluxograma representado na figura 3.2. O correspondente conjunto de instru-
¢Oes rotuladas compostas simplificadas é representado na figura 3.4. Q
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[Gl 2’! (Fl 3)

(G! 2)! tFl 3)

(FO 4]! (Gi 5)

(F, 4), (G, 5)

(F, 6), (cido, )
(parada, ¢), (ciclo, )
(ciclo, ®), (ciclo, w)

E W e W N e
- LL] LE] L] LEd L1 -n

figura 3.4 Programa Q: Conjunto de instrugdes rotuladas compostas e simplificadas.

lema 3.13 - Rétulos consistentes

Seja I um conjunto finito de instrugdes rotuladas compostas e simplificadas. Sejam r e s dois
rétulos de instrugdes de I, ambos diferentes de €. Suponha que as instrugdes rotuladas por r
e s sao da seguinte forma, respectivamente:

r: (th rl]r (cm r2)
5: (G‘, 8111 (Gz, 82)

Entdo, r e s sao rétulos consistentes se, e somente se:

_.a F1 =G1eF2=Gz

b r, es, sao rétulos consistentes;

€ r,e s, sdo rétulos consistentes. Q

O lema acima induz a seguinte definigao.

definicao 3.14 - Rétulos fortemente equivalentes
Seja I um conjunto finito de instrugdes rotuladas compostas e simplificadas. Sejam r e s dois
rétulos de instrugdes de I. Entdo, r e s sdo rétulos fortemente equivalentes se, e somente se:

B our=s=¢g
B ou r e s sao ambos diferentes de € e consistentes. Q
teorema 3.15 - Determinagdo de rétulos fortemente equivalentes

Seja I um conjunto de n instrugdes compostas e simplificadas. Sejam r e s dois rétulos de
instrugdes de I. Define-se, indutivamente, a sequéncia de conjuntos B,B,... como segue:

By ={(x.s)}

Bys1 = { (xr”, s”)|r” e s” sdo rétulos sucessores de r’ e s’, respectivamente,
(r',s’)EBe(r”,s")EB;,i€{0,1,..k} }

Entdo B,B,... € uma sequéncia de conjuntos que converge para o conjunto vazio e r, s sdo
rétulos fortemente equivalentes se, e somente se, qualquer par de By é constituido por rétu-
los consistentes. Q

O seguinte algoritmo ¢ induzido pelo teorema acima bem como pelo corolario 3.9 - Equiva-
Iéncia forte: unido disjunta.
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definicdo 3.16 - Algoritmo de equivaléncia forte de programas monoliticos

Sejam Q = (I, q) e R = (I, r) dois programas monoliticos especificados usando instrugdes
rotuladas compostas e simplificadas. O algoritmo de equivaléncia forte de programas mono-
liticos Q e R é como determinado pelos seguintes passos:

Passo 1. Sejam P, = (I, g) e P, = (I, x) programas monoliticos onde I ¢ o conjunto resul-
tante da unido disjunta de I, e I, excetuando-se a instrucdo rotulada o, se existir, a qual
ocorre, no maximo, uma vez em I. Lembre-se que P, = P, se, e somente se, Q = R;

Passo 2. Se q e r sdo rétulos fortemente equivalentes, entdo By = { (g, r) }. Caso contrério,
Q e R ndo sdo fortemente equivalentes e o algoritmo termina;

Passo 3. Para k = 0, define-se o conjunto By, 4, contendo somente os pares (g”, r”) de rétu-
los sucessores de cada (g’, r’) € By, tais que:

. qf # rf
B g’ exr’ sao ambos diferentes de ¢
B os pares sucessores (g”, r”) ndo sdo elementos de By, By, ..., B,

Passo 4. Dependendo de By, 1, tem-se que:

‘a | By,q = @:Q e Rsdo fortemente equivalentes e o algoritmo termina;

‘b | By, = @: se todos os pares de rétulos de By , ; sdo fortemente equivalentes, entao va
para o passo 3; caso contrério, Q e R ndo sdo fortemente equivalentes e o algoritmo
termina. Q

Note-se que, no algoritmo acima, a construgao dos conjuntos referida no teorema 3.15 - De-
terminagao de rétulos fortemente equivalentes é implicita.

exemplo 3.4 - Algoritmo de equivaléncia forte de programas monoliticos

Considere os programas monoliticos Q e R especificados na forma de fluxograma represen-
tados na figura 3.2 e figura 3.5, respectivamente. Relativamente aos pré-requisitos do algo-
ritmo, tem-se que:
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12 Vv f

figura 3.5 Fluxograma R.

? A especificagdo do programa Q usando instrugdes rotuladas compostas, ja simplificado,
é representado na figura 3.4.

‘b Em relagdo ao programa R, tem-se que:
b.1) Conjunto de instrugdes rotuladas compostas.

8: (G, 9), (F, 10)
9: (G, 9), (F, 10)
10: (F, 10), (G, 11)
11: (F. 12), (P 13)
12: (parada, ¢), (F, 13)
13: (F, 13}, (P, 13)

b.2) Identificagdo de ciclos infinitos.

Ag={¢e}

A, ={12, ¢}

A, ={11, 12, ¢}

A;={10, 11, 12, ¢}
A,={8, 9, 10, 11, 12, ¢}
A5={8, 9, 48, 23, 12, 8}

Portanto:

imA, ={8, 9, 10, 11, 12, ¢}
(Iz,13) = (I, ), pois 13 & lim A,
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B:
9:

10:
11:
12:

w:

Em relagdo a aplicagao do algoritmo, tem-se que:
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b.3) Simplificagdo de ciclos infinitos.

(GI 9)' (F! 10]

(G, 9), (F, 10)

(F, 10), (G, 11)

(F, 12), (cicdo, w)
(parada, ¢), (ciclo, o)
(ciclo, w), (ciclo, w)

Passo 1. Seja I a unido disjunta dos conjuntos I, e Iy, excetuando-se a instrucdo rotulada
®, COMO segue:

W o WU s W N
e - . - wn e e

£
e B OO e

(G, 2), (F, 3)

(G, 2), (F, 3)

(F, 4), (G, 5)

(F, 4), (G, 5)

(F, 6), (ciclo, w)
(parada, ¢), (ciclo, w)
(G, 9), (F, 10)

(G, 9), (F, 10)

(F, 10), (G, 11)

(F, 12), (ciclo, w)
(parada, ¢), (ciclo, w)
(ciclo, w), (ciclo, w)

Para verificar se Q = R é suficiente verificar se (T, 1) = (I, 8).

Passo 2. Como 1 e 8 sao rétulos fortemente equivalentes, entao:

Bo={(1;3)}

Passos 3 e 4. Para k = 0, construgdo de B, , , é como segue:

B, ={(2 9)(3,10) }

B, = { (4, 10), (5,11) }

By = { (6, 12), (0, ©) }

By ={(e¢)}

B =0

Logo (1, 1) = (I, 8) e, portanto, Q = R

pares de rétulos fortemente equivalentes
pares de r6tulos fortemente equivalentes
pares de rétulos fortemente equivalentes
pares de rétulos fortemente equivalentes

Q
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exemplo 3.5 - Algoritmo de equivaléncia forte de programas monoliticos

Foi afirmado anteriormente que os programas monoliticos (fluxogramas) representados na
figura 3.6 com os nés rotulados, sdo fortemente equivalentes. De fato, em relagdo aos pré-re-
quisitos do algoritmo, tem-se que:

Programa
monolitico
Py

Programa
monolitico
P>

figura 3.6 Fluxogramas fortemente equivalentes.

‘@ A especificagdo de P4 usando instrugdes rotuladas compostas (e ja simplificado) é como
segue:

1: (F, 2), (parada, ¢)
2: (F, 2), (parada, ¢)

:_b A especificagao de P, usando instrugdes rotuladas compostas (e ja simplificado) é como
segue:

3: (F, 4), (parada, &)
4: (F, 4), (parada, e)

Portanto, os correspondentes conjuntos de instrugdes rotuladas compostas sao iguais, salvo
os rétulos.

Com relagao a aplicagao do algoritmo, é facil de verificar que (I, 1) = (I, 3). Logo, também
como afirmado anteriormente, a relagao fortemente equivalente fornece subsidios para ana-
lisar a complexidade estrutural de programas. No caso, P, € estruturalmente “mais otimiza-
do” que P,. Q
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3.4 ~—+ conclusdes

Neste capitulo, mostra-se a existéncia de um algoritmo para verificar se programas monoliti-
cos (ou iterativos) sdao fortemente equivalentes. Entretanto, até o momento, nao é conhecido
se existe um algoritmo analogo para programas recursivos.

No préximo capitulo, € vista uma maquina de registradores, Norma e algumas versdes sim-
plificadas.

3.5 -—3 exercicios

exercicio 3.1 Com relagdo aos seguintes corolarios e teoremas:

a Corolério 3.4 - Equivaléncia forte de programas <> equivaléncia de programas em maqui-
nas de tragos.
a.1) Justifique a afirmagdo de que a prova (—) é imediata;
a.2) Esboce a prova (<) para programas iterativo e recursivos;
b ' Justifique a afirmagdo de que a prova do Lema 3.8 - Equivaléncia Forte: Fluxograma —
Rotuladas Compostas é imediata;
€ Por que o Lema 3.8 - Equivaléncia Forte: Fluxograma — Rotuladas Compostas garante
que Pq = P, se, e somente se, Q = R?
d | Justifique o corolério 3.4 ~ equivaléncia forte de programas «» equivaléncia de progra-
mas em maquinas de tragos.

exercicio 3.2 Mostre que os seguintes programas P e Q, representados na figura 3.7, sdo
fortemente equivalentes.

Programa iterativo P

até T
faca (v);
enquanto T
faca (F;G;( se T
entdo F;
até i3
faca (V)

sendo ¥))
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Programa monolitico Q

se T entdo vd para 2 sendo vd para 1
faca F v4 _para 3
faca G va_para 4
se T entdo véd_para 5 sendo vd_para 6
fagca F v& para 1

! o W N

figura 3.7 Programas iterativo P (acima) e monolitico Q (abaixo).

exercicio 3.3 Verifique se os programas monoliticos M4 e M, representados na figura 3.8,
sdo fortemente equivalentes.

Programa monolitico M1

faga F v&_para 2
se T entdo vd para 3 sendo vd para 5
faga G va para 4
se T entdo vd _para 1 sendo vd para 0
faga F v& para 6
se T entdo va_para 7 sendo va_para 2
faga G v&_para 8
se T entdo vd_para 6 sendo vd_para 0

@ ~J O U = W o

Programa monolitico M2

faca F va& _para 2
se T entdo vd_para 3 sendo vd_para 1
faca G vé_para 4
se T entdo vd_para 1 sendo vd_para 0

C oL TV O T S

figura 3.8 Programas monoliticos M1 e M2.

exercicio 3.4 Qual a importdncia da relagdo de equivaléncia forte de programas?

exercicio 3.5 Verifique se os programas iterativos W, e W,, definidos na figura 3.9 e figura
3.10, respectivamente, sao fortemente equivalentes.
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Programa iterativo W1

enquanto T
faca (F;(se Tentdo ¢ sendo G))

figura 3.9 Programa iterativo W1.

Programa iterativo W2

enquanto T
faca (F;enquanto T faca (F);G)

figura 3.10 Programa iterativo W2.

exercicio 3.6 Traduza o programa monolitico da figura 3.11 na forma de instrugdes rotu-
ladas compostas. Como existem dois testes, cada instrugao rotulada composta terad quatro
possiveis sucessores, um para cada possivel combinagao de valores-verdade dos testes T, e T,.

Programa monolitico dois_testes

faca F v4_para 2
se Ty entd3c vad_para 1 sendo vd _para 3
faca G vd_para 4
se T, entdo v _para 0 sendo v _para 1

b W NN =

figura 3.11 Programa monolitico dois_testes.

exercicio 3.7 Adapte para o caso do programa monolitico da figura 3.11 os seguintes itens:

a Lema 3.11 - Identificagdo de ciclos infinitos em programa monolitico;
‘b | Teorema 3.15 - Determinagao de rétulos fortemente equivalentes;
:? Definicdo 3.16 - Algoritmo de equivaléncia forte de programas monoliticos..

exercicio 3.8 Generalize a defini¢do abreviada de instrugbes rotuladas compostas para o
caso de trés testes distintos.

exercicio 3.9 Traduza os fluxogramas da figura 3.12 e da figura 3.13 em instrugdes rotula-
das compostas.
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Vv

figura 3.12 Fluxograma.

F

figura 3.13 Fluxograma.
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exercicio 3.10 Reescreva o programa monolitico da figura 3.14 na forma de instrugdes ro-
tuladas compostas. Apresente o fluxograma com os nés identificados.

Observagdo: Atengdo ao nimero de testes!

Programa monolitico

se T entdo vd_para 2 sendo va_para 3
faga F v& _para 6
se U entdo vd_para 5 sendo vd_para 4
faca G va_para 0
faca F vd_para 0
se U entdo v&_para 4 sendo vd_para 1

W b W N
“n e e e e e

figura 3.14 Programa monolitico.

exercicio 3.11 Reescreva o programa monolitico da figura 3.15 na forma de instrugdes ro-
tuladas compostas. Apresente o fluxograma com os nés identificados.

Observagao: Atengao ao numero de testes!

Programa monolitico

faga F vd para 2
se T, entdo vd para 3 sendo vi_para 1
faca G va para 4
se T, entd3o vd_para 1 sendo vd _para 5
faca H v4_para 6
se T, entdo v&_para 0 sendo vd_para 5

W o W N

figura 3.15 Programa monolitico.

exercicio 3.12 Reescreva o programa iterativo abaixo na forma de instru¢des rotuladas com-
postas. Apresente o fluxograma com os nés identificados.

Observagao: Atengao ao nimero de testes!

enquanto T, faga (F;);
Fz,‘
(se T, entdo até T, faga (F;; F,) ;v sendo V)
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exercicio 3.13 Reescreva o programa monolitico da figura 3.16 na forma de instrugdes ro-
tuladas compostas. Apresente o fluxograma com os nés identificados.

Observagdo: Atengdo ao nimero de testes!

Programa monolitico

1: se Ty entd3o v4_para 4 sendo va_para 3
2: faca Fy vd_para 1
2 se T, entdo va_para 2 sendo v4 para 1

figura 3.16 Programa monolitico.

Termo-chave
algoritmo de equivaléncia forte, p. 92 maquina de tragos, p. 80, 81
ciclos infinitos, p. 89 rétulos consistentes, p. 91

instrucdo rotulada composta, p. 84






capitulo

magquinas de |
registradores — Norma |
—

Intuitivamente, um algoritmo tem descricao finita e

nao ambigua e consiste em passos discretos, executaveis
mecanicamente em um tempo finito. O conceito de
programa introduzido satisfaz essa nocao intuitiva.
Entretanto, & necessario definir a maquina a ser
considerada. Se for possivel representar qualquer
algoritmo como um programa em tal maquina,

entao esta € uma maquina universal.

Com esse objetivo sao introduzidas as maquinas de
registradores. Em particular, é estudada a maquina Norma
que possui trés tipos de instrucoes/teste (ad, sub e zero)
sobre registradores naturais, mostrando que uma maquina simples
e rudimentar pode ser tao poderosa quanto qualquer outra.
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Até o momento, o termo algoritmo foi intuitivamente usado como solucao de um problema,
ou seja, como uma forma de descrever se determinada propriedade ¢é verificada ou nao para
uma dada classe de entrada. Portanto, o estudo da solucionabilidade de um problema € a
Investigacao da existéncia de um algoritmo capaz de resolvé-lo. Entretanto, se a nocao de
algoritmo € intuitiva (nao formal), qualquer afirmacao sobre a nao solucionabilidade de de-
terminado problema é questionavel.

Em relacao a nocao intuitiva de algoritmo, o seguinte pode ser afirmado:

B sua descricao deve ser finita e nao ambiqua;
B deve consistir de passos discretos, executavels mecanicamente em um tempo finito.

LimitacGes de tempo ou de espaco podem, eventualmente, determinar se um algoritmo pode
ou nao ser utilizado na pratica. Entretanto, estas nao sao restricbes tedricas, pois a inexis-
téncia de limitacdes ndo implica recursos ou descricdes infinitas. Assim, recursos de tempo e
de espaco sao “tanto quanto necessarios”. O correto entendimento dessa observacao é de
fundamental importancia para todo o estudo que segue.

O estudo é restrito aos algoritmos naturais, ou seja, definidos sobre o conjunto dos nameros
naturais. Na realidade, qualquer conjunto contavel (existe uma bijecao com N) poderia ser
equivalentemente considerado. Mesmo para os tipos cujos valores possuem descricao finita,
uma grande variedade de tipos de dados deve ser considerada como, por exemplo, inteiros,
cadela de caracteres, valores-verdade, etc., bem como tipos baseados em conjuntos estrutu-
rados como vetores. Adiante, é exemplificado como alguns destes tipos de dados podem ser
codificados como naturals.

O conceito de programa, como introduzido anteriormente, satisfaz a noc¢ao intuitiva de algorit-
mo. Entretanto, € necessario definir a maquina a ser considerada, a qual deve ser suficientemente:
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B simples, para permitir estudos de propriedades sem a necessidade de considerar caracte-
risticas nao relevantes, bem como permitir estabelecer conclusdes gerais sobre a classe de
funcdes computavels;

B poderosa, capaz de simular qualquer caracteristica de maquinas reais ou tedricas, de tal
forma que os resultados provados fossem validos para modelos aparentemente com mais
recursos e para que qualquer funcao computavel possa ser nela representada.

Se for possivel representar qualquer algoritmo como um programa em tal maquina, entao
esta € denominada maquina universal. As evidéncias de que uma maquina é, de fato, uma
maquina universal podem ser classificadas como:

‘a | Evidéncia interna. Consiste na demonstracdo de que qualquer extensdo das capacidades
da maquina proposta computa, no maximo, a mesma classe de funcdes, ou seja, nao
aumenta o seu poder computacional;

b | Evidéncia externa. Consiste no exame de outros modelos que definem a nocao de algorit-
mo, juntamente com a prova de que sao, no maximo, computacionalmente equivalentes.

Ao longo deste e dos proximos capitulos, a nocao de maquina universal é construida.
No que segue, é estudada a maquina universal denominada maquina Norma, proposta
por Richard Bird (1976), a qual, resumidamente, possui um conjunto de registradores
naturais e somente trés tipos de instrucdes sobre os registradores: adicao e subtracao do
valor um e teste se o valor armazenado é zero. Trata-se de um exemplo de maquina de
reqgistradores. Como ilustracdo, diversas caracteristicas de maquinas reais sao simuladas
usando a maquina Norma, reforcando as evidéncias internas de que, de fato, trata-se de
uma magquina universal.

4.1 -—+ codificacdo de conjuntos estruturados

Nesta secao, € considerado, de forma breve e por meio de exemplos, o problema da codifica-
cao de conjuntos estruturados, onde elementos de tipos de dados estruturados sao represen-

tados como numeros naturais. Para um dado conjunto estruturado X, a ideia basica é definir
uma funcao Injetora:

c:X—N
ou seja, uma funcao tal que, para todo x, y € X, tem-se que:
se ¢(x) = c(y), entdox =y
Neste caso, o numero natural c(x) é a codificacao do elemento estruturado x.

exemplo 4.1 — Numero de Godel

Suponha que é desejado codificar, de forma univoca, elementos de N” como ndmeros natu-
rais, ou seja, deseja-se uma funcao injetora:

c:N?"—= N
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Uma codificacao simples € a seguinte:

B |embre-se que, pelo teorema fundamental da aritmética, cada numero natural € univoca-
mente decomposto em seus fatores primos;

B suponha os n primeiros numeros primos denotados por p; = 2, p; = 3, p3 = 5 e assim
sucessivamente. Entdo, a codificacdo c: N — N definida a sequir é univoca (suponha que
(X4, X5, ..., X.) € N" e que o simbolo ¢ denota a operacdo de multiplicacdo nos naturais):

s Xy 0 ) =P 2P, R0, o 0

Deve-se reparar que esta codificacao, conhecida como numero de Godel, nao constitui uma
funcao bijetora, ou seja, nem todo numero natural corresponde a uma n-upla (qual seria um
exemplo?). Entretanto, todo numero natural decomponivel nos n primeiros nUmeros primos
corresponde a uma n-upla. i

exemplo 4.2 — Codificacao de programas monoliticos

De forma analoga, um programa monolitico (fluxograma) pode ser codificado como um nu-
mero natural. Suponha um programa monolitico P = (I, r) com m instrucdes rotuladas,
onde { Fq, Fy, ... Fs } e { T4, T5, ..., T; } sdo os correspondentes conjuntos de identiticadores
de operacdes e de testes, respectivamente. Seja, P* = (I’, 1) como P, exceto pelos rétulos,
0s quals sao renomeados como numeros naturais, onde 1 € o rotulo inicial e 0 o Unico rotulo
final (se existir). Assim, uma instrucao rotulada pode ser de uma das duas seguintes formas:

'a | Operacéo.
r,: fagca Fy va para r,
'b| Teste.
r,: se [, entdo va_para r, sendo va_para r,
Cada instrucao rotulada pode ser denotada por uma quadrupla ordenada como segue:

'a | Operagéo.
(0, k, r,, r,)

m Teste.

(1, k, ry, r5)

onde a primeira componente identifica o tipo da instrucao; a segunda, o k-ésimo teste ou
operacao; e as duas ultimas sao os rotulos sucessores (no caso de operacao, sao iguais).

Estas quadruplas sao codificadas usando os quatro primeiros nUmeros primos, seguindo um
raciocinio analogo ao do exemplo 4.1 — Numero de Godel. Desta forma, a codificacao de P’
é realizada em duas etapas:

B cada quadrupla (instrucao rotulada) é codificada como um numero natural. Assim, o pro-
grama monolitico P’ com m instrucdes rotuladas pode ser visto como uma m-upla;

B por sua vez, a m-upla correspondente ao programa monolitico P* é codificada como um
numero natural conforme o exemplo 4.1 — Numero de Godel. .
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exemplo 4.3 — Codificacao de programas monoliticos

Considere o programa monolitico Q da figura 4.1. Entao, a correspondente codificacao c(i1,
12, 13, 14, 15, 16, 17, i8) é o numero natural q dado por:

q= 2i1 .3i2,5i3.7i4.11i5.13i5.17i7.19i3

sendo que (tomando F como 1, G como 2 e o teste T como 1 na determinacao de k, ou seja,
o expoente do numero primo 3):

i1 = 200371e52.72 obtido da quadrupla: (0, 1, 2, 2)
i2 = 21e371e53.7° (1, 1, 3, 5)
i3 = 20¢32%e54.74 (0, 2, 4, 4)
i4 = 21431657470 (1,1, 1, 0)
i5 = 20¢31¢50.76 (0, 1, 6, 6)
i6 = 21e31e57472 (1,1, 7, 2)
i7 = 2V032¢58478 (0, 2, 8, 8)
i8 = 27031¢50.70 (1, 1, 6, 0)

-

Programa monolitico Q

faga F va para 2
se T entdo va para 3 sendo va para 5
faca G va para 4
se T entdo va para 1 sendo va para 0
faga F va para 6
se T entdo va para 7 sendo va para 2
faca G va para 8

00 ~1 O U1 & W N =

se T entdo va para 6 sendo va para 0

figura 4.1 Programa monolitico Q.

Analogamente ao exemplo 4.1 — Numero de Gddel, a codificacao de programas monoliticos
apresentada ndao é uma funcao bijetora (por qué?).
exemplo 4.4 — Decodificacao de programas monoliticos

A decodificacao de um numero natural que denota um programa monolitico em seu corres-
pondente programa € ilustrada. Suponha o numero natural p decomposto em fatores primos
COmo segue:

p = (2150).(3105)

Portanto, o programa possul duas instrucoes rotuladas correspondentes aos expoentes dos
nuameros primos 2 e 3, respectivamente, 150 e 105. Decompondo-0s em seus fatores primos,
tem-se que:

150 = 21e31e52¢70 o 105 = 20¢37e571e71
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0 que corresponde as quadruplas:
(1,1,2,0) e (0,1,1,1)

Logo, as instrucdes rotuladas decodificadas sao como segue:

s se Ty entdo va para 2 sendo va para 0
2 faca F; vd_para 1

Este exemplo ajuda a inferir gue nem todo numero natural corresponde a um programa codi-

ficado por esta funcao de codificacao.

Sugere-se como exercicio a generalizacao do caso ilustrado para qualquer niumero natural
correspondente a codificacao de um programa monolitico. u

4.2 -—+ definicdo da maquina Norma

A maquina Norma (Number TheQretic Register MAchine), proposta por Richard Bird (1976),
é uma maquina de registradores. Maquinas de registradores sao modelos propostos mais re-
centemente (em comparacao com a maquina de Turing e com outros formalismos universal-
mente conhecidos) e sao definidas de forma a lembrar a arquitetura basica dos computadores
atuais. A maquina Norma é especialmente interessante, pois distingue as nocdes de programa
e maquina (tal fato ficara evidente quando do estudo dos demais modelos). Assim, por razées
didaticas, a maquina Norma é o primeiro formalismo de maquina universal introduzido nesta
publicacao.

A maquina Norma possuil um conjunto infinito (“tantos quantos forem necessarios”) de regis-
tradores naturais como memoria e trés instrucdes sobre cada registrador:

B adicao do valor um;
B subtracao do valor um;
B teste se o valor armazenado é zero.

No que se refere aos registradores naturais, entende-se que os registradores da maquina Nor-
ma podem assumir “qualquer valor natural tdo grande quanto necessario”.

No texto que segue, N” denota o conjunto de todas as uplas com infinitos (mas contaveis)
componentes sobre o conjunto dos numeros naturais. Por exemplo, as seguintes uplas sao
elementos de N™:

(0.1.2,3;: ) e (5.5:5 5, )

Para evitar subscritos, as componentes das uplas sao denotadas por letras maiusculas, como
X, Y, A, B,... as quais denotam os registradores na maquina Norma.

A definicdo formal de N* é omitida, mas pode ser resumidamente entendida como segue:

B suponha a upla (ag, a4, @y, ...) em N%;
B pode-se atirmar que, para cada n €N, a_ € a n-ésima componente da upla (ay, a4, a5, ...);
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B tal fato pode ser formalmente denotado como uma funcéo f: N — N tal que, para qual-
quern €N, f(n) = a_;
B portanto, um elemento de N* pode ser visto como uma funcdo nos naturais, ou seja:
N”={f:N—-N | féfuncdo }

No caso especifico das uplas (0, 1, 2, 3, ...) e (5, 5, 5, 5, ...), as correspondentes funcdes sao
as seguintes, respectivamente:

B fungdo identidade de N, ou seja, idy: N — N tal que, para qualquer n € N, tem-se que
idy(n) = n;

B funcdo constante 5, ou seja, consts: N — N tal que, para qualquer n € N, tem-se que
const:(n) = 5.

definicao 4.1 - Maquina Norma
A maquina Norma é uma 7-upla (suponhaque K€ { X, Y, A, B,... }):

Norma = (N”, N, N, ent, sai, { ady, sub, }, { zeroy })

onde:

a | Cada elemento do conjunto de valores de memadria N* denota uma configuracao de seus
Infinitos registradores, os quais sao denotados por:

X YA B,..

b | Afuncdo de entrada:

ent: N - N”

é tal que carrega no registrador denotado por X o valor de entrada, inicializando todos
os demais registradores com zero;
¢ | Afuncao de saida:

sai: N —= N

e tal que retorna o valor corrente do registrador denotado por Y;
E[ O conjunto de interpretacées de operacoes € uma familia de operacdes indexada pelos
registradores onde, para cada registrador K, tem-se que:

ad,: N — N*

adiciona um a componente de memoaria correspondente ao registrador K, deixando as
demais com seus valores inalterados, e:

suby: N* — N

subtrai um da componente de memodria correspondente ao registrador K, se o seu valor
for maior que zero (caso contrario, mantém o valor zero), deixando as demais com seus
valores Inalterados;

e O conjunto de interpretacdes de testes € uma familia de testes indexada pelos registrado-
res onde, para cada registrador K, tem-se que:

zeroy: N® — { verdadeiro, falso }
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resulta em verdadeiro, se a componente de memoria correspondente ao registrador K
for zero e, caso contrario, resulta em falso. u

Por simplicidade, para um registrador K, as correspondentes operagoes ou teste ady, suby,
zeroy sao denotadas, respectivamente, como segue:

K=K+ 1

4.3 -—+ maguina Norma como maquina universal

A maquina Norma é uma maquina extremamente simples, de tal forma que parece dificll
acreditar que o seu poder computacional €, no minimo, o de qualquer computador moderno.
Inclusive, é suficiente considerar somente 0s programas monoliticos. Como ilustracao, diver-
sas caracteristicas de maquinas reais sao simuladas usando a maquina Norma, reforcando as
evidéncias de que, de fato, trata-se de uma maquina universal. As sequintes simulacdes por
Norma sao exemplificadas:

'a | Operacées e testes. Definicdo de operacoes e de testes mais complexos como adicao,
subtracao, multiplicacao e divisao de dois valores e tratamento de valores diversos como
testes sobre numeros primos;

b | Valores numéricos. Armazenamento e tratamento de valores numéricos de diversos tipos
como inteiros (negativos e nao negativos) e racionais;

Dados estruturados. Acesso, armazenamento e tratamento de dados estruturados como
arranjos (vetores uni e multidimensionais), pilhas, etc.;

d | Enderecamento indireto e recursdo. Desvio para uma instrucao determinada pelo con-
teudo de um registrador e simulacao de mecanismos de recursao;

\ e[ Cadeia de caracteres. Definicao e manipulacao de cadeias de caracteres.

|

L

|

—

| 4.3.1 operacoes e testes

As seguintes operacoes e testes nao definidos na maquina Norma sao exemplificados a seguir
(ndo necessariamente nesta ordem):

atribuicao de valor a um registrador;

adicao de dois registradores;

atribuicdo do valor de um registrador a outro registrador;

multiplicacao de dois registradores;

atribuicdo de um numero primo a um registrador;

teste se o valor de um registrador € menor que o valor de outro registrador;

teste se o valor de um registrador € multiplo do valor de outro registrador (ou teste de
divisao inteira com resto zero);



Capitulo 4 ~— Maquinas de Registradores - Norma 111

m teste se o valor de um registrador € um numero primo.

exemplo 4.5 — Atribuicao do valor zero a um registrador
A atribuicao do valor zero para um registrador A, denotada por:

A:=0

pode ser obtida com o seguinte programa monolitico:

5 se A=0 entdo va para 3 sendo va para 2
2z faca A:=A-1va para 1

Ou com seu equivalente programa iterativo:

até A=0
faca (A:=A-1)

.

Dessa forma, pode-se tratar a operacao A := 0 como uma macro, ou seja, um trecho de pro-
grama que é substituido pela sua definicdo sempre que referenciado.

Usando a macro A := 0, é facil construir macros para definir operacdes de atribuicao de um
valor qualquer.

exemplo 4.6 — Atribuicao de um valor natural a um registrador
A seguinte macro de atribuicdo de um valor natural n a um registrador A, denotada por:

A:=n
pode ser definida pelo seqguinte programa monolitico, exemplificado para n = 3:
faca A:=0 va para 2

faca A:= A+1 va para 3
faca A:=A+1 va para 4

= W N =

faca A:=A+1 va para 5

ou pelo seu programa fortemente equivalente iterativo:

A:= U;

A:=A+1;
A:=A+1;
A:=A+1

.

Apesar da maquina Norma s6 processar programas monoliticos, para facilitar a apresentacao
dos exemplos, os programas ilustrativos sao apresentados na forma de programas iterativos.
Lembre-se de que, a partir de um programa iterativo, sempre é possivel obter o seu corres-
pondente programa monolitico fortemente equivalente .
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exemplo 4.7 — Adicao de dois registradores

Uma macro correspondente a operacao de adicao do valor do registrador B ao de A, deno-
tada por:

A:=A+B
pode ser obtida com o seguinte programa iterativo:
até B=0
faca (A:=A+1; B:=B-1)
o

Note-se que, no exemplo acima, ao somar o valor de B ao de A, o registrador B € zerado. Para
preservar o valor original de B, é necessario utilizar um registrador de trabalho.
exemplo 4.8 — Adicao de dois registradores, preservando o conteudo

Uma macro correspondente a operacao de adicao do valor do registrador B ao de A, preservan-
do o valor em B, necessita usar um registrador auxiliar C, como no sequinte programa iterativo:

C:=D_:

até B=0

faca (A:=A+1; C:=C+1; B:=B-1);
até C=0

faca (B:=B+1; C:=C-1)

Entretanto, como este programa nao preserva o conteudo original do registrador de trabalho
C, faz-se necessario explicitar o uso deste registrador. Portanto, a sequinte notacao € adotada
para a macro de adicao de dois registradores, preservando o conteudo:

A:= A 4+ Busando C ]

E importante destacar que, ao executar na maquina Norma um programa P de outra maqui-
na que contenha uma macro da forma A := A + B, é necessario escolher um registrador de
trabalho C que nao seja referenciado em P. Desta forma, quando da execucao da macro A : =
A + B usando C, a alteracao do valor armazenado em C nao tera efeito em qualquer outra

parte do programa P,

exemplo 4.9 - Atribuicao do conteddo de um registrador

Usando a macro A := A + B usando C, pode-se facilmente construir a sequinte macro de
atribuicao entre registradores:

A := B usando C

a qual pode ser definida pelo seguinte programa iterativo:

A:=0;
A:= A + B usando C
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A definicdo de uma macro de multiplicacao requer dois registradores de trabalho.

exemplo 4.10 — Multiplicacao de dois registradores

Uma macro correspondente a operacao de multiplicacao do valor do registrador B ao de A,
usando dois registradores de trabalho C e D, denotada por:

A:=A*BusandoC, D

pode ser definida pelo sequinte programa iterativo:

C:=0;

até A=0

faca (C:=C+1; A:=A-1);
até C=0

faca (A:=A+BusandoD; C:=C-1)

3

exemplo 4.11 — Teste se o valor de um registrador € menor que outro registrador

Uma macro de teste que verifica se o valor de um registrador A é menor que o valor de um
registrador B, denotada por:

A<BusandoC, D, E

C:= A usandoE;
D:= B usando E;

até C =0
faca (se D = 0
ent3do falso
sendo C:= C-1; D:= D-1);
(se D =0
entdo falso

sendo verdadeiro)

J
exemplo 4.12 — Teste se o valor da divisao inteira € zero

Uma macro de teste que verifica se o resto da divisao inteira do valor de um registrador A pelo
valor de um registrador B é zero, denotada por:

teste mod(A, B) usando C, D, E, C’, D', E’

C:= A usando E; D:=B usando E;
(se B =0
entdo falso
sendo (se A =0
entdo verdadeiro
sendo até C < B usandoC’, D', E’
faca (C := C -D usandoE) ;
(se C =0
entdo verdadeiro
sendo falso)))
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Por simplicidade, no texto que seqgue, na referéncia a uma macro definida anteriormente, sao
omitidos os registradores usados. Por exemplo:

teste mod(A, B) usando C, D, E, C', D', E' éabreviada por teste mod(A, B)

exemplo 4.13 — Teste se o valor de um registrador € um ndmero primo

Uma macro de teste que verifica se o valor de um registrador A é um numero primo, usando
um registrador de trabalho C, denotada por:

teste_primo(A)

pode ser obtido pelo seguinte programa iterativo, o qual retorna o valor verdadeiro, se o
valor de A for primo, e, caso contrario, o valor falso:

(se A:=0;
ent3do falso
sendo C:=A;
C:=C-1;
(se C=0
entdo verdadeiro
sendo até teste_ mod(A, C)
faca (C:=C-1);
Ci=C~1;
(se C=0
entdo verdadeiro
sendo falso)))

onde teste mod(A, C) é o do exemplo 4.12 - Teste se o valor da divisao inteira é zero. [

exemplo 4.14 — Atribuicao do n-ésimo numero primo a um registrador

A atribuicao do n-ésimo numero primo a um registrador A, usando um registrador de traba-
lho D, denotada por (suponha que o contetddo de B é n):

A := primo(B)

pode ser obtida pelo seguinte programa iterativo, o qual usa a macro teste primo cons-
truida acima (suponha que 1 é o 0-ésimo numero primo):

A:=1;

D:=B;

até D=0

faca (D:=D-1;
A=A+1;

até teste primo(A)
faca (A:=A+1))
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E sugerido como exercicio desenvolver os programas iterativos para as sequintes operacdes
e testes:

m fatorial;

potenciacao;

teste “maior”;

teste “maior ou iqual”;
teste “menor ou igual”

4.3.2 valores numericos

Os seguintes tipos de dados numéricos nao definidos na maquina Norma sao exemplificados:

B inteiros (negativos e nao negativos);
B racionals.

exemplo 4.15 — Inteiros
Um valor inteiro m pode ser representado como um par ordenado:

(s, [m|)

onde:

m | m| denota a magnitude dada pelo valor absoluto de m;
B s denota o sinal de m, como segue:

sem < 0,entaos = 1;senaos =0
Duas formas simples de representar tal par ordenado na maquina Norma podem ser:

B usando a codificacao de n-uplas naturais como introduzido em codificacao de conjuntos
estruturados:
B usando dois registradores: o primeiro referente ao sinal, e o segundo, a magnitude (valor

absoluto).

No sequndo caso (dois registradores), a simulacao da operacao inteira:
A=A+1

é exemplificada na seguinte tabela da figura 4.2. Observando a tabela, percebe-se que pri-
meiro € necessario verificar se A4 (sinal) é zero para entdo analisar A, (magnitude). Assim,
a operacao pode ser realizada pelo sequinte programa iterativo (suponha zero com sinal
positivo):

(se A, =
entdo Ay:=A +1
sendo A:=A-1;

entdo Ay i=A-1

sendo V) )
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Analogamente, a operacao inteira de subtracao (A := A - 1) é exemplificada na tabela da
figura 4.2 e pode ser realizada pelo seguinte programa iterativo:

(se A =0
entdo (se A; =0
entdo A=A+ 1;
A=A, +1
sendo A;:=A,-1)
sendo A,:=A; + 1)

Seguindo 0 mesmo raciocinio, para o teste se é zero (A = 0) basta veriticar se A, (magnitude)
é zero, como realizado pelo sequinte programa iterativo:

(se A,=0
entdo verdadeiro
sendo falso)

.
A | Ay(sinal) Ay,(mag.) | A+ 1 | Ay(sinal) A,(mag.) | A-1 | A, (sinal) A, (mag.)
-2 1 2 -1 1 1 -3 1 3
-1 1 1 0 0 0 -2 1 2
0 0 0 1 0 1 -1 1 1
1 0 1 2 0 2 0 0 0
2 0 2 3 0 3 1 0 1

figura 4.2 Operacbes inteirasA:= A+ 1eA:=A-1.

exemplo 4.16 - Racionais
Um valor racional r pode ser denotado como um par ordenado:

(a, b)

talqueb > 0 er = a/b. A representacdo nao € unica pois, por exemplo, o valor racional 0.75
pode ser representado pelos pares (3, 4) e (6, 8), entre outros (na realidade, os pares (3, 4)
e (6, 8) pertencem a classe de equivaléncia que denota o nimero racional 0.75 - por simpli-
cidade, tal questdo nao sera discutida). Neste contexto, as operacdes de adicdo, subtracao,
multiplicacao e divisao, bem como o teste de igualdade, podem ser definidos como segue:

(a, b) + (c, d) = (a*d + bec, bed)

(a, b) - (c, d) = (a*d - bec, bed)

(a, b) x (¢, d) = (a°c, bed)

(a,b) +(c,d) = (a*d, bec) comc=0

(a,b) =(c,d) se esomentese, aed = bec

A construcdo dos correspondentes programas na maquina Norma é sugerida como exercicio.
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4.3.3 dados estruturados

A sequir, é exemplificado como uma estrutura do tipo arranjo unidimensional pode ser defini-
da na maquina Norma. Sugere-se como exercicio a generalizacao para arranjos multidimen-
sionais. Adicionalmente, é esbocada uma solucao para pilhas, usando arranjos.

exemplo 4.17 - Arranjo unidimensional

Uma estrutura do tipo arranjo unidimensional da forma A(1), A(2), ..., pode ser definida
por um unico registrador A, usando a codificacao de n-uplas naturais como introduzido em
4.1 — Codificacao de conjuntos estruturados. Exemplificando, se um arranjo unidimensional
é tal que:

A(1) =5
A(2) = 2
A(3) =0
A(4) =3
A(5) =1

entdo o valor a armazenada em A é o resultado de:
a = 2°¢32¢50073¢1114130.170

Note-se que o arranjo nao necessita ter tamanho maximo (nimero de posicdes indexaveis)
predefinido. Lembre-se de que a funcao de entrada ¢é tal que carrega o valor da entrada no
registrador X, zerando todos os demais, incluindo, portanto, o arranjo.

Em uma estrutura do tipo arranjo, é desejavel indexar as suas posicoes de forma direta (nu-
mero natural) ou indireta (conteddo de um registrador). Para ambos 0s casos e para manter a
coeréncia com a definicdo da maquina Norma, € importante definir as operacdes de adicao e
subtracao do valor 1, bem como do teste se o valor € zero, como segue, supondo que:

B o arranjo é implementado usando o registrador A,;

B p_ denota 0 n-ésimo numero primo;

m o teste teste mod(A, C) que retorna o valor verdadeiro, se o contetudo do registrador
C é um divisor do conteudo do registrador A e falso, caso contrario, implementado no
exemplo 4.12 - Teste se o valor da divisao inteira é zero;

B 2 seguinte macro (cuja definicdo é sugerida como exercicio) denota a divisao de dois re-
gistradores:

A := div(A, C)
E Indexacao direta. As macros:

adA(n)
SUbA(I"I)

ZerGA(n)

onde A(n) denota a n-ésima posicao do arranjo A, podem ser definidas pelos seguintes pro-
gramas iterativos, respectivamente:
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Programa iterativo adA(n)

> N
non
B T
S
e

Programa iterativo sub,,,

C=p,;
(se teste_mod(A, C)
entdo A := div(A, C)

sendo V)

Programa iterativo zero,,,

Ci= Pn’

(se teste_mod(A, C)
entdo falso

sendo verdadeiro)

‘b | Indexagdo indireta. As macros:

adA(B)
SUbA(B)

Zero A(B)

onde A(B) denota a b-ésima posicao do arranjo A, onde b é o conteudo do registrador
B, podem ser definidas pelos seqguintes programas iterativos, respectivamente:

Programa iterativo ad, g,

C := primo(B)
A:=A-C

Programa iterativo sub g,
C := primo(B)

(se teste_mod(A, C)
entdo A := div(A, C)
sendo V)

Programa iterativo zero, g,

C := primo(B)

(se teste_mod(A, C)
entdo falso

sendo verdadeiro)
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observacao 4.2 — Arranjo unidimensional x Norma com 2 registradores

Um resultado interessante (que sera usado adiante) é que, usando a estrutura de arranjo uni-
dimensional com indexacao direta, como ilustrado no exemplo 4.17 - Arranjo unidimensional,
pode-se mostrar que os registradores X e Y sao suficientes para realizar qualquer processa-
mento (ou seja, os registradores A, B, ... ndao sao necessarios). De fato, é suficiente usar X para
armazenar um arranjo unidimensional onde cada posicao corresponde a um registrador (por
exemplo: X, Y, A, B,... correspondem as posicoes do arranjo indexadas por 0, 1, 2, 3,...).
Assim, para um determinado registrador K, as operacdes e testes de Norma:

ad,
SUbK
zeroy

podem ser simulados pelas operacoes e testes indexados introduzidos no exemplo 4.17 -
Arranjo unidimensional:

SuUu b)((k)

Zerﬂx(k)
onde X(k) denota a k-ésima posicao do arranjo em X. J

exemplo 4.18 — Pilha

Estruturalmente, a principal caracteristica de uma pilha é que o ultimo valor gravado é o
primeiro a ser lido, como ilustrado na figura 4.3. A base de uma pilha é fixa e define o seu
Inicio, o topo ¢é variavel e define a posicao do ultimo simbolo gravado. Uma pilha pode
facilmente ser simulada usando um arranjo (como definido) e um registrador de indice
(indexacao indireta do arranjo) que aponta para o topo da pilha. Sugere-se como exercicio
o detalhamento desta solucao, bem como a definicao das operacdes empilha (adiciona
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o0 conteudo de um registrador ao topo da pilha) e desempilha (retira o valor do topo e

armazena-o em um registrador). u
empilha \ / desempilha
- topo
sentido
de

crescimento

— Dbase

figura 4.3 Estrutura do tipo pilha.

De forma analoga ao exemplificado, outras estruturas de dados podem ser construidas, como
vetores, matrizes, filas, listas e listas encadeadas.

4.3.4 enderecamento indireto e recursao

A seguir, é exemplificado, em programas do tipo monolitico, como definir desvios usando
enderecamento indireto (determinado pelo conteddo de um registrador).

exemplo 4.19 — Enderecamento indireto em um programa monolitico
Uma operacao com enderecamento indireto da seguinte forma, onde A € um registrador:

o faga F va para A

pode ser definida pelo seguinte programa monolitico:

r: faca F v para End A

onde a macro End_A, representada na forma de fluxograma na figura 4.4, trata o endereca-
mento indireto de A (e onde: cada circunferéncia rotulada representa um desvio incondicional
para a correspondente instrucao; entenda-se A+k como uma notacao simplificada de A+1
repetida k vezes). De forma analoga (sugere-se como exercicio), € possivel definir um teste
com enderecamento indireto como segue, onde A e B sao registradores:

s se T entdo va para A sendo va para B

Um teste com enderecamento indireto:

r; se T entdo va para End A sendo va para End B
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(partida)
Programa

monolitico ¢

End A f v
A:=A-1 @ o
f V
A:=A-1 @ Ar=A+1

f V
A:=A-1 A:=A+K
Y
(parada)

figura 4.4 Fluxograma para tratar enderecamento indireto.

observacao 4.3 — Programa monolitico x programa recursivo.

Em Norma, sub-rotinas e mecanismos de recursao como os definidos nos programas recur-
sivos podem ser simulados por programas monoliticos, usando enderecamento indireto. Tais
demonstracdes nao serao estudadas neste livro. o

4.3.5 cadeias de caracteres

Cadela de caracteres € um tipo de dado nao predefinido na maquina Norma. O tratamento
da definicao e da manipulacdo de cadeias de caracteres sera realizado por meio de outra
maquina universal, denominada maquina de Turing, estudada adiante, a qual se prova ser
equivalente a maquina Norma.

4.4 -—3 conclusoes

Neste capitulo, foram introduzidas as maquinas de registradores. E especialmente interes-
sante observar como uma maquina tao simples e rudimentar pode ser tao poderosa. De fato,
0S recursos necessarios para computar sao bem poucos. Todos 0s demais recursos existentes
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em maquinas reais como nos computadores modernos sao apenas artificios para facilitar a
programacao da computacao.

Em particular, fol estudada a maquina Norma que possui trés tipos de instrucdes/teste (ad,
sub e zero) sobre registradores naturais. Evidéncias internas de que Norma é uma maquina
universal foram apresentadas, evidéncias externas serao vistas nos proximos capitulos.

4.5 -—% @exercicios

exercicio 4.1 Analise o programa monolitico abaixo e assinale a opcao que contém a codifi-
cacao correta (considere a seguinte ordem de operagoes F=1, G=2, H=3 e dos testes T, =1,

Programa monolitico

i faga F va& para 2

28 se Ty entdo vad para 3 sendo va_para 1

iz faca G va para 4

4 : se T, entdo va para 1 sendo va para 5

B faga H va para 6

6: se T, entdo va para 0 sendo va para 5
a | 23675 ¢ 35250 , 5135025 , 5151260 , 44496371875 , 1330256
? 2375 4 3525 , 51350625 , 7151630 , 114963311875 , 133025
? 23675 , 35250 , 513505625 , 71512630 , 1449633171875 , 13302526
F 2375 4 35250 , 51355625 , 7151260 , 9449633171875 , 1330256
? 23675 , 35250 , 513505625 , 7152630 , 4494963171875 , 133526

exercicio 4.2 Codifigue o seguinte programa monolitico e escolha a alternativa que repre-
senta o resultado de forma correta.

Programa monolitico

se Ty entdo vad para 2 sendo va para 3
faga Fy va& para 3
faga F, va para 4

W N

se Ty entdo va para 1 sendo va para 0

| 251450 , 3128625 , 513505625 , 30
22 312825 , 513505625 , 710

5450 , 3108625 , 413505625 , 20

40532 , 3128888 , 413505625 , 770

2345 , 31555555 , 513505625 , 430

o] ajn/o]s)
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exercicio 4.3 Dado um programa monolitico abaixo, sabe-se que sua codificacdo é da
forma p = 2% e 3Y « 5%,

Programa monolitico

13 se Ty entdo va para 4 sendo va para 3
2 faga F; v para 1
se Ty entdo va para 2 sendo va para 1

Marque a alternativa correta:

X = 643125,y = 128625 ez = 26250
x = 1286250,y = 105 ez = 1050

X = 643125,y = 210ez = 525

X = 36750,y = 128625 e z = 26250

| x =1286250,y = 128625 ez = 1050

o/aln oo

exercicio 4.4 Considere o seguinte programa monolitico:

Programa monolitico

se T entdo va para 2 sendo va para 3
faga F va para 6
se U entdo va para 5 sendo véa para 4
faca G va para 0
faca F va para 0

o U o W N

se U entdo vad para 4 sendo va para 1

Assinale a quadrupla ordenada que ndo corresponde a nenhuma codificacao das instrucdes
rotuladas existentes neste programa:

(0,1,1,0)
(0, 2,0, 0)
(1, 1, 2, 3)
(1, 2, 4, 1)
(1, 2, 5, 4)

o an oo

exercicio 4.5 Considere o seguinte programa monolitico:

Programa monolitico

faca F va para 2
se Ty entdo vad para 1 sendo va para 3
faga G va para 4

= W o

se 1, entdo va para 5 sendo va para 1
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Margue a correspondente codificacao correta:

2(2031547¢) o 2(2'315179) . £(29345%79) . -(21345°77)

5(2'345°7") 4 5(273'5'7%) o £(2°3°5%79) 4 9(2"315%7%)

5(20431+54474) , 3(2"+¥31451477) , (29434455477 , 5(2143%25°47)
(2#315%7%) , 3(27375179) , 5(20325474) . 7(213%5°77)

2(29315%7%) , 3(2137517%) , 5(293%5%7%) , 4(213%5°7")

o|an oo

exercicio 4.6 Considere o seguinte programa monolitico:

Programa monolitico

i faga F va para 2
23 se T, entdo vd_para 1 sendo va_para 3
Sz faca F, vd_para 0

Marqgue a alternativa que representa o numero natural associado pela funcao de codificacao
codigo(P):

a| 340341750
7350 , 35145 , 18

3675 , 310290 , 9

583200
e /7145

exercicio 4.7 Qual dos numeros abaixo representa a codificacao de um programa monolitico?
23675 , 318375 , 4410

| 211025 , 31470 , 55292

29261 , 36174 , 59450

28505 , 313230 , 2835

9447840

oan|Ts

exercicio 4.8 Qual dos numeros abaixo nao representa a codificacao de uma instrucao de
programa monolitico?

210
450
315
750
525

oo nlo e
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exercicio 4.9 Considere o seguinte programa monolitico codificado:

p = 251450 , 3105 , 59

Marqgue a alternativa que representa a reescrita como um programa iterativo:

enquanto T faca (F; G)

b

até T faca (F);G

C

até T faca (F;G)

d

enquanto T faca (F) ;G

enquanto T faca (F)

exercicio 4.10 Codifigue o seguinte programa iterativo e marque a opcao correta:

enquanto T, faca (Fy);

Fyi

(SE Tz

entdo até T, faga (F3;F¢) ;v
sendo ¥)

~(21315%73),5(29315177) . 5(2132547%) ,(29325379) , 4 4 (273°557%) .4 3(273757117) . 1 4(20315977)
2(21315273).3(2031 5171).5(20325474).7(21325570).1 1 (2131 5075).1 3(20335?77).1 7(20315575)
(29315%73) ,3(213%5177) , £(21325%7%),5(29325°79) , 4 4 (21335676)-1 3(21315777),44(29315977)

(21315%7%),3(2935177) ,5(293%5%7%) ,(273%5°79) , 1 1(29375°7%) . 1 3(29375777) . 1 9(27375°7°)

Q. n Tl

(2°315%73) ,5(273'517") ,5(27325%7%) ,5(293%5°79) ,  1(27375°7%) .1 3(2°375777) , 0 (293577
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exercicio 4.11 Codifique o fluxograma ilustrado na figura 4.5 como um numero natural,
usando a codificacao de programas introduzida no exemplo 4.2 — Codificacdo de progra-

mas monoliticos.
C partida)
r

F

:

figura 4.5 Fluxograma.

exercicio 4.12 Codifique o programa da figura 4.6 usando a codificacao de programas

monoliticos.
Programa monolitico M
1 faca F va para 2
s se T entdo va para 3 sendo va para 1
35 faca G va para 4
4 : se T entdo vad para 1 sendo va para 0

figura 4.6 Programa monolitico.

exercicio 4.13 Desenvolva um software que seja capaz de processar qualquer programa de
maquina Norma. A entrada para o software contém:

B o programa no formato de instrucdes rotuladas simples;
B o valor de entrada a ser computado pelo programa;

A saida € a computacao do programa para a dada entrada. Teste o software para o calculo
do fatorial de 3.

exercicio 4.14 Mostre como a instrucao abaixo pode ser construida como uma macro em
Norma:

r,: se A<2 entdo v para r, sendo vad para r,
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exercicio 4.15 Desenvolva os programas, em Norma, que realizam as operacoes e testes

abaixo:
a A:=B-C
b | div(B, C): divisdo inteira de B por C
c | fat(A): fatorial;
'd | pot(x, y): poténcia;
e | teste(A > B)
f | teste(A = B)
g | teste(A < B)
h | mdc(A, B): maximo divisor comum;
i | mod(A, B): resto da divisdo inteira;
' J | primos(A, B): todos os primos entre os valores de A e de B;
k | teste nperf(A): verifica se € um numero pertfeito.

exercicio 4.16 Desenvolva os programas, em Norma, que realizam as operacdes abaixo nos
Inteiros (utilize a representacao sinal-magnitude introduzida no exemplo 4.15 - Inteiros):

alA:=B + C
b|A=B°C
c A:=B-C
'd| A:= div(B, C)

exercicio 4.17 Desenvolva os programas, em Norma, que realizam as operacdes abaixo nos

numeros racionais (utilize a representacao de racionais introduzida no exemplo 4.16 - Racio-
nais):

alA:=B+ C
b A:=B-*C
€| A=B-C
d| A:= div(B, C)

exercicio 4.18 Seja a maquina Normaneg, a qual €, em todos os aspectos, idéntica a Norma,
exceto pelo fato de poder armazenar numeros negativos (inteiros) em seus registradores. Pro-

ve que, para cada fluxograma Normaneg, pode-se definir um fluxograma Norma equivalente
sem 0 uso de registradores extras.

Sugestao: utilize a representacao de inteiros baseada na funcao codificacao e desenvolva o0s
programas para as instrucées de Norma que simulam as de Normaneg.
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exercicio 4.19 Seja P = { |, 1 } definido na maquina Norma e suponha o contetddo dos
registradores A e B igual a 0 e 5 respectivamente. Marque o programa que realiza A := B na
maquina Norma:

| S

Programa monolitico

13 se Zerog entdao va para 5 sendo va_para 2
2z faca adp vd para 3
3; faga subg vad para 4
4: faga sub, vd para 1
b |
Programa monolitico
se Zero, entdao va para 4 sendo va_para 2
2 faga ad, vd para 3
3: faga adg va_para 1

o]

Programa monolitico

1: se zero, entdo va para 5 sendao va_para 2
2t faga ad, vd_para 3
3: faga subg va para 1
Programa monolitico
13 se Zerog entdo va para 5 sendo va_para 2
2 faca ad, va4 para 3

faga subg va para 1

Nenhuma das alternativas anteriores esta correta.

o

exercicio 4.20 A maquina Norma é composta basicamente por um conjunto de registrado-
res naturais e apenas trés instrucdes sobre cada um deles (adicao e subtracdo de uma unidade
e verificacao se o conteudo do registrador € zero). Portanto, é correto afirmar que:

Seus registradores podem assumir valores naturais tdo grandes quanto necessarios;
Os registradores podem assumir qualquer valor;

Seu modelo formal encontra-se baseado em uma estrutura chamada fita;

Nao é capaz de simular mecanismos de recursao;

Pode ser definida por uma 8-upla da forma (3, Q, I1, qq, F V. B, €).

ojano]s
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exercicio 4.21 Sobre a maquina Norma, analise as seguintes afirmacoes:

. E uma maquina extremamente simples, porém com poder computacional igual

ao de qualquer computador atual;
I.  Em norma, sub-rotinas e mecanismos de recursao, como os definidos em progra-
mas recursivos, podem ser simulados por programas monoliticos, usando endere-

camento indireto;
ll.  E impossivel programar operacdées matematicas complexas (radiciacao, seno e

cosseno, por exemplo) em Norma, visto que apenas as instrucoes de somar/dimi-
nuir 1 unidade a um registrador nao dao suporte para que isso seja feito.

Marque a alternativa correta:

Apenas | esta correta;
Apenas |l esta correta;
Apenas |l esta correta;
Apenas | e Il estao corretas;
Apenas |l e lll estao corretas.

o on oo

exercicio 4.22 Sobre a maquina Norma, analise as seguintes afirmacoes:

| Possul um conjunto finito de registradores naturais como memoria;
Il.  Possui poder computacional, no minimo, igual ao de qualquer computador mo-

derno;
Ill.  Sub-rotinas e mecanismos de recursao podem ser simulados por programas mo-

noliticos, usando enderecamento indireto.

Marque a alternativa correta:

Apenas | esta correta;
Apenas |l esta correta;
Apenas | e lll estao corretas;
Apenas Il e lll estao corretas;
, Il e lll estao corretas.

olan T o

Termos-chaves
codificacao de programas, p. 106 maquina Norma, p. 105, p.109

maquina universal, p. 105 NUmero de Godel, p. 105






capitulo

maquina de Turing

Provavelmente, o modelo mais utilizado como

formalizacao de algoritmo € a maquina de Turing.

Trata-se de um modelo muito simples (inspirado em

uma pessoa que realiza calculos) e similar a um

computador atual, embora tenha sido proposto alguns

anos antes do primeiro computador digital.

A maquina de Turing € uma maquina universal (algumas
evidéncias de tal fato sao apresentadas) e sao estudadas duas
abordagens: reconhecimento de linguagens e processamento
de funcoes. Uma terceira abordagem (solucionabilidade

de problemas) é estudada no capitulo subsequente.
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Provavelmente, o modelo mais utilizado como formalizacao de algoritmo € a maquina de Tu-
ring, proposta em 1936, por Alan Turing. O trabalho de Turing € particularmente significativo
por ter sido o primeiro a identificar programas escritos para uma “maquina computacional”,
como nocoes intuitivas do efetivamente computavel.

Basicamente, uma maquina de Turing é um mecanismo simples, que formaliza a ideia de uma
pessoa que realiza calculos, usando um instrumento de escrita e um apagador. O modelo
formal € baseado em uma fita infinita (usada para entrada, saida e rascunho), uma unidade
de controle e um programa, de forma muito similar aos atuais computadores, embora tenha
sido proposto aproximadamente 20 anos antes do primeiro computador digital.

No que se refere aos recursos “tanto quanto necessarios”, entende-se que a maquina de Tu-
ring possul “tantas células de armazenamento de dados quanto necessario”.

Existem trés maneiras de abordar o estudo das maquinas de Turing e de seus modelos equi-
valentes, como segue:

a | Processamento de funcées. Funcdes computaveis e suas propriedades;

‘b | Reconhecimento de linguagens. Linguagens que podem ser reconhecidas e suas proprie-
dades;

¢ | Solucionabilidade de problemas. Problemas solucionaveis e ndo solucionaveis, problemas
parcialmente solucionaveis (computaveis) e completamente insoluveis (ndo computavels),
bem como suas propriedades.

As trés abordagens sao usadas ao longo deste livro. Entretanto, a terceira (solucionabilidade
de problemas) constitui um dos problemas fundamentais da ciéncia da computacao e é tra-
tada em capitulo especifico. De fato, existe um grande numero de funcdes para as quais nao
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é possivel desenvolver algoritmos capazes de computa-las, ou seja, existem fungdes que sdo
ndo computaveis. Algumas sao relativamente simples de serem enunciadas como, por exem-
plo, uma fungao que nomeia todas as fungdes.

5.1 ~—% nogao intuitiva

O ponto de partida de Turing foi analisar a situagdo na qual uma pessoa, equipada com um
instrumento de escrita e um apagador, realiza calculos em uma fita ou folha de papel, orga-
nizada em quadrados.

Inicialmente, suponha que a folha de papel contém somente os dados iniciais do problema.
O trabalho da pessoa pode ser resumido em sequéncias de operagdes simples como segue:

® ler um simbolo de um quadrado;
B alterar um simbolo em um quadrado;
B mover os olhos para outro quadrado.

Quando é encontrada alguma representacdo satisfatéria para a resposta desejada, a pessoa
termina seus calculos. Para viabilizar esse procedimento, as seguintes hipoteses sdo aceitaveis:

B a natureza bidimensional do papel ndo é um requerimento essencial para os calculos. Pode
ser assumido que o papel consiste de uma fita infinita organizada em quadrados;

B o conjunto de simbolos deve ser finito. Para representar informagdes mais complexas, é
possivel utilizar sequéncias de simbolos;

B o conjunto de estados da mente da pessoa durante o processo de calculo é finito. Mais
ainda, entre esses estados, existem dois em particular: “estado inicial” e “estado final”,
correspondendo ao inicio e ao fim dos cédlculos, respectivamente;

B o comportamento da pessoa a cada momento € determinado somente pelo seu estado
presente e pelo simbolo para o qual sua atencgao esta voltada;

B 3 pessoa é capaz de observar e alterar o simbolo de apenas um quadrado de cada vez, bem
como de transferir sua aten¢gdo somente para um dos quadrados adjacentes.

52

Esta nogdo de uma pessoa calculando pode ser vista como uma mdquina, constituida de trés
partes, como segue:

a Fita. Usada simultaneamente como dispositivo de entrada, de saida e de meméria de
trabalho;

b Unidade de controle. Reflete o estado corrente da maquina. Possui uma unidade de lei-
tura e gravagao (cabega da fita), a qual acessa uma célula da fita de cada vez e movimen-
ta-se para a esquerda ou para a direita;

€ Programa ou fungao de transi¢do. Fungao que define o estado da maquina e comanda as
leituras, as gravagdes e o sentido de movimento da cabega.
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Adota-se que a fita é finita a esquerda e infinita (tdo grande quanto necessario) a direita e é
dividida em células, cada uma armazenando um simbolo. Os simbolos podem pertencer ao
alfabeto de entrada, ao alfabeto auxiliar ou ainda ser “branco” ou “marcador de inicio de
fita”. Inicialmente, a palavra a ser processada (ou seja, a informagao de entrada para a ma-
quina) ocupa as células mais a esquerda, apds o marcador de inicio de fita, ficando as demais
com “branco”. Isso é ilustrado na figura 5.1, onde B e © representam "branco® e “marcador
de inicio de fita”, respectivamente.

marcador de

. _ entrada branco
inicio de fita
R A L
v N
fita ——— 0 d b b C a ﬁ B amw
cabega
da fita )
unidade de
-

controle controle

figura 5.1 Fita e unidade de controle de uma maquina de Turing.

A unidade de controle possui um nimero finito e predefinido de estados. A cabega da fita
I& o simbolo de uma célula de cada vez e grava um novo simbolo. Apés a leitura/grava¢ao (a
gravagao é realizada na mesma célula de leitura), a cabega move uma célula para a direita ou
para a esquerda. O simbolo gravado e o sentido do movimento sao definidos pelo programa.

O programa € uma fungao que, dependendo do estado corrente da maquina e do simbolo
lido, determina o simbolo a ser gravado, o sentido do movimento da cabega e o novo estado.

5.3 -—+ modelo formal

definicdao 5.1 - Méaquina de Turing

Uma mdquina de Turing é uma 8-upla:

M=(2uQ-H:QQJEV:B'°)

onde:

> alfabeto de simbolos de entrada;
Q conjunto de estados possiveis da maquina, o qual é finito;
I[1 programa ou fungdo de transigao:

Mmox(SuUvVu{pgo}D—-Qx(SUVU{B.O}) x{ED}

a qual é uma fungao parcial;
Qo estado inicial da maquina tal que qg é elemento de Q;
F conjunto de estados finais tal que F estd contido em Q;
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V alfabeto auxiliar;
B simbolo especial branco;
© simbolo especial marcador de inicio ou simbolo de inicio da fita. Q

O simbolo de inicio de fita ocorre exatamente uma vez e sempre na célula mais a esquerda da
fita, auxiliando na identificagdo de que a cabega da fita se encontra na célula mais a esquerda
da fita. A fungdo programa:

considera para determinar

W estado corrente B novo estado
B simbolo lido da fita B simbolo a ser gravado
B sentido de movimento da cabega, onde esquerda e direita
sdo representados por E e D, respectivamente

Assim, tem-se que:

IN(estado corrente, simbolo lido) =
(novo estado, simbolo gravado, sentido do movimento)

ou seja (suponhaquep,q€Q,a,a, ECUVU{B.O}NemE{E D}):
(p, a,) = (q, a,, m)

A fungdo programa pode ser interpretada como um grafo finito direto, como ilustrado na figu-
ra 5.2. Neste caso, os estados iniciais e finais sao representados como ilustrado na figura 5.3.

(a,, ay, m)
p

estado corrente novo estado

Y Y
simbolo lido sentido do movimento

\

simbolo gravado

figura 5.2 Representagao da fungdo programa como um grafo.

figura 5.3 Representacao de um estado inicial (esq.) e final (dir.) como nodos de grafos.
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Adicionalmente, a fun¢do programa pode ser representada na forma de tabela, como na
figura 5.4 (ilustrada para o caso Il(p, a,) = (q, a,, m)).

[1 O a, ay 3

(9, a,, m)

figura 5.4 Representagao da fungdo programa como uma tabela.

O processamento de uma maquina de Turing M = (3, Q, I1, g, F. V. B, ©) para uma palavra
de entrada w consiste na sucessiva aplicagdo da fungdo programa a partir do estado inicial
g, e da cabega posicionada na célula mais a esquerda da fita, até atingir uma condigdo de
parada (se ocorrer), pois eventualmente pode ficar em loop infinito.

Ao parar, duas informagdes estao disponiveis e podem ser usadas como resultado ou saida do
processamento: o estado da maquina e o conteGdo da fita. Em relagdo ao estado, a parada
do processamento pode ser de duas maneiras: aceitando ou rejeitando a entrada w. As con-
digdes de parada sao as seguintes:

‘a | Estado final. A maquina assume um estado final: a maquina para e a palavra de entrada

- é aceita;

‘b | Fungdo indefinida. A fungdo programa é indefinida para o argumento (simbolo lido e
estado corrente): a maquina para e a palavra de entrada é rejeitada;

c Movimento invélido. O argumento corrente da fungdo programa define um movimento
a esquerda e a cabecga da fita ja se encontra na célula mais a esquerda: a maquina para e
a palavra de entrada é rejeitada.

observagao 5.2 — Maquina de Turing x (programa e maquina)

E importante observar que a definicdo da méquina de Turing ndo distingue os conceitos de pro-
grama e maquina. Na realidade, trata-se de um programa para uma maquina universal. Q

observagao 5.3 - Defini¢do alternativa de méquina de Turing

Existem diversas defini¢des alternativas de maquina de Turing na bibliografia em geral. No-
te-se que as variagdes entre as diversas definigdes nao alteram o poder computacional do
formalismo. As variagdes mais comuns estao nas caracteristicas da fita e no movimento da
cabega como, por exemplo:

‘a  Inexisténcia do marcador de inicio de fita. E frequente ndo se incluir um marcador de
inicio de fita. Assim, a célula mais a esquerda da fita contém o primeiro simbolo da en-
trada (ou branco, se a entrada for vazia). Neste caso, ao definir uma fungao programa,
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deve-se tomar cuidado especial para controlar quando a cabeca da fita atinge o fim da
mesma;

b Fita infinita nos dois lados. Trata-se de uma definicdo alternativa tradicional de maquina
de Turing, com infinitas células tanto para a esquerda quanto para a direita;
¢ Cabega de fita ndo se move em uma leitura/grava¢do. Na fung¢ao programa, é possivel
especificar, adicionalmente ao movimento para esquerda ou direita, que a cabega perma-
nega parada (na célula de leitura/gravacao). O principal objetivo desta variagao € facilitar a
especificagao da fungao programa, bem como reduzir o niimero de transi¢oes necessarias;
d  Estado final de rejeicdo. Pode ser definido um estado final de rejeicdo, para explicitar a
condigdo de parada com rejei¢do da entrada. Tal modificagdo é especialmente interessan-
te, pois facilita a compreensdo da légica da fungdo programa.

De certa forma, estas definigdes alternativas sdo algumas evidéncias internas de que se trata
de uma maquina universal. 3

5.4 ~—+ maquinas de Turing como reconhecedores de

linguagens

Uma das abordagens do estudo das maquinas de Turing, ou de maquinas universais em geral,
é como reconhecedores de linguagens, ou seja, dispositivos capazes de determinar se uma
dada palavra sobre o alfabeto de entrada pertence ou ndao a uma certa linguagem.

definicdo 5.4 - Linguagem aceita por uma maquina de Turing
Seja M = (3, Q, I, q,, F, V, B, @) uma maquina de Turing. Entdo:

‘a Alinguagem aceita por M, denotada por ACEITA(M) ou L(M), é o conjunto de todas as
palavras pertencentes a 3 * aceitas por M, ou seja:

ACEITA(M) = { w | M ao processar w € 3* para em um estado q; € F }

b A linguagem rejeitada por M, denotada por REJEITA(M) é o conjunto de todas as pala-
vras de ) * rejeitadas por M, ou seja:

REJEITA(M) = { w | M ao processar w € 3 * para em um estado q & F }

€A linguagem para a qual M fica em loop infinito, denotada por LOOP(M), é o conjunto
de todas as palavras de ¥ * para as quais M fica processando indefinidamente. Q

As seguintes afirmagdes sao verdadeiras:

ACEITA(M) U REJEITA(M) U LOOP(M) = >*
ACEITA(M) N REJEITA(M) = @

ACEITA(M) N LOOP(M) = @

REJEITA(M) N LOOP(M) = &
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e, portanto:
ACEITA(M) N REJEITA(M) N LOOP(M) = &
Consequentemente, o complemento de:

ACEITA(M) é REJEITA(M) U LOOP(M)
REJEITA(M) é ACEITA(M) U LOOP(M)
LOOP(M) é ACEITA(M) U REJEITA(M)

Ou seja, uma maquina de Turing como reconhecedor particiona o conjunto de palavras sobre
o alfabeto ¥ em classes de equivaléncia, como ilustrado na figura 5.5.

ACEITA(M) | REJEITA(M)

LOOP(M)

figura 5.5 Particionamento do conjunto de palavras em classes de equivaléncia induzido por
uma maquina de Turing.

exemplo 5.1 - Maquina de Turing — duplo balanceamento
Considere a linguagem:

Duplo_Bal = {a"b" | nz20}
A maquina de Turing:
MT_Duplo_Bal = ({a,b}. {qp. 4y, 92,93, 93 }. L qg. {9z }. {A. B}, B, ©)
ilustrada na figura 5.6, é tal que:

ACEITA(MT_Duplo_Bal) = Duplo_Bal
REJEITA(MT Duplo_Bal) = 3* - Duplo_Bal

e, portanto, LOOP(MT_Duplo _Bal) = @
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{\ (@, A, D) Q (b, 8, )
Q(—)/ | Q o Q2
\>(o, ©,D) U
(a, a, D (a, a, E)
(B, B8,D) (B, B, E)
(8, B, D)
Y
. B, D) @:’ ®, 8, D)
(B, B, E)
()
I o a b A B B
qo (qac °r D) (q1o Av D) (q3o B: D) (qu ﬂc D)
Q1 (qja a, D) (CI2. Bc E) (q1a Ba D)
qz (qzo a, E) (qm A' D) (qza Bc E)
LE (93, B, D) | (g4 B, E)
9

figura 5.6 Grafo e tabela de transi¢des da maquina de Turing — duplo balanceamento.

O algoritmo apresentado reconhece o primeiro simbolo a, o qual é marcado como A, e movi-
menta a cabega da fita para a direita, procurando o b correspondente, o qual é marcado como
B. Este ciclo é repetido sucessivamente até identificar para cada a o seu correspondente b. Adi-
cionalmente, o algoritmo garante que qualquer outra palavra que nao esteja na forma a"b"
é rejeitada. Note-se que o simbolo de inicio de fita ndo tem influéncia na solugao proposta.
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A figura 5.7 ilustra a sequéncia do processamento da maquina de Turing Duplo_Bal para a
entrada w = aabb.

Essa linguagem é um exemplo classico e de fundamental importancia no estudo das lingua-
gens, pois permite estabelecer analogia com linguagens que possuem duplo balanceamento
em sua estrutura como, por exemplo:

‘@ | Linguagens bloco-estruturadas do tipo BEGIN"END", como a linguagem de programa-

¢ao Pascal;
‘b Linguagens com parénteses balanceados na forma (" )", como as expressdes aritméticas,
presentes na maioria das linguagens de programagao. Q
ola|la|b|b|B]|.. ©ola|la|b|b|B]. O|A|la|b|b|B
AN AN AN
do do Q1
O|Ala|b|b|B]|.. O|A|a|B|b|B]|. O|A|a|B|Db|B]..
AN N AN
Qs a2 42
o|A|a|B|b|B o|lA|lA|B|b|B|. |o|A|A|B]|b]|B
P AN AN
Qo0 a1 94
ola|A|B|B|B|. |o|A|A|B|B|B|. |©|A|A]|B]|B|B].
e N i AN
92 Q2 %
ola|lAa|B|B|B|. |o|A|A|[B|B|B|. . |o|A|A|B|B|B
AN N N
Q3 Q3 q4

figura 5.7 Computacdo de uma méquina de Turing.

Uma linguagem aceita por uma maquina de Turing é dita linguagem enumeravel recursiva-
mente. Historicamente, o termo “enumeravel” deriva do fato de que as palavras de qualquer
linguagem enumeravel recursivamente podem ser enumeradas ("listadas”) por uma maquina
de Turing; e “recursivamente” é um termo matematico anterior ao computador, com significa-
do similar ao de “recursdo”, usado em informaética. Tal terminologia ficard mais clara quando
do estudo das fungdes recursivas, assunto estudado em capitulo especifico.
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definicdo 5.5 - Linguagem enumerdvel recursivamente

Uma linguagem aceita por uma maquina de Turing é dita linguagem enumerével recursiva-
mente ou linguagem recursivamente enumeravel Q

exemplo 5.2 - Linguagem enumerével recursivamente

As seguintes linguagens sao exemplos de linguagens enumeraveis recursivamente, sendo que,
para a primeira, a correspondente maquina de Turing foi construida no exemplo 5.1 (as de-
mais sdo sugeridas como exercicio):

‘a| Duplo_Bal ={a"b" |nz20}
‘b Triplo_Bal = {a"b"c" | n20}
‘¢ Palavra_Palavra = { ww | w é palavra sobre os simbolos ae b }

A linguagem Palavra_Palavra é outro exemplo classico e de fundamental importancia no
estudo das linguagens, pois permite estabelecer analogia com linguagens que possuem duas
(ou mais) ocorréncias de um mesmo trecho de cédigo em um programa. Por exemplo, em
linguagens como Algol ou Pascal, é necessario declarar varidveis antes de referencié-las ao
longo dos comandos. Q

Segundo a hipdtese de Church a ser estudada adiante, a maquina de Turing é considerada
o dispositivo mais genérico de computac¢do. Portanto, a classe das linguagens enumeraveis
recursivamente define a classe de todas as linguagens que podem ser reconhecidas mecani-
camente.

Observe que a classe das linguagens enumeraveis recursivamente inclui algumas linguagens
para as quais é impossivel determinar mecanicamente se uma palavra ndo pertence a lingua-
gem. Se L é uma dessas linguagens, entdo para qualquer maquina M que aceita L, existe pelo
menos uma palavra w que ndo pertence a L e que, ao ser processada por M, leva a maquina
a entrar em loop infinito. Assim, pode-se afirmar que:

B se w pertence a L, M para e aceita a entrada;
B se w ndo pertence a L (w pertence ao complemento de L, ou seja, 3 * - L) M pode parar,
rejeitando a palavra, ou permanecer em loop infinito, processando indefinidamente.

Portanto, é conveniente definir uma subclasse da classe das linguagens enumeraveis recursi-
vamente, denominada classe das linguagens recursivas, composta pelas linguagens para as
quais existe pelo menos uma maquina de Turing que para para qualquer entrada, aceitando
ou rejeitando.

definicdao 5.6 - Linguagem recursiva
Uma linguagem L é dita linguagem recursiva se existe uma maquina de Turing M tal que:
ACEITA(M) = L

REJEITA(M) = 3*-L
LOOP(M) = @ Q
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Portanto, a classe das linguagens recursivas define a classe de todas as linguagens que podem
ser reconhecidas mecanicamente e para as quais sempre existe um reconhecedor (“compila-
dor”) que sempre para, para qualquer entrada, reconhecendo ou rejeitando. £ importante
destacar que a grande maioria das linguagens aplicadas sao recursivas e, para elas, conse-
quentemente, sempre existe um reconhecedor que sempre para. Entretanto, tais reconhece-
dores podem ser muito ineficientes.

exemplo 5.3 - Linguagem recursiva
E facil verificar que as seguintes linguagens sao recursivas:

‘a| Duplo_Bal = {a"b" | n=0}
'b| Triplo_Bal = {a"b"c¢" | n=20}
i{w|wE{a,b}*etemodobrodesimbolosaqueb} Q

A seguir, sdo enunciadas algumas das principais propriedades das linguagens enumerdveis

recursivamente e das linguagens recursivas. Tais propriedades podem ser resumidas como
segue:

a | O complemento de uma linguagem recursiva é uma linguagem recursiva. Consequentemen-
te, existe um algoritmo que sempre para e que reconhece o complemento da linguagem;
‘b Uma linguagem L é recursiva se, e somente se, L e seu complemento sdo linguagens
enumeraveis recursivamente;
? A classe das linguagens recursivas esta contida propriamente na classe das linguagens
enumeraveis recursivamente.

A primeira propriedade é demonstrada a sequir e as demais sdo detalhadas e demonstradas
nos capitulos subsequentes.

teorema 5.7 - Complemento de uma linguagem recursiva € uma linguagem recursiva

Se uma linguagem L sobre um alfabeto £ qualquer é recursiva, entdao o seu complemento
Z* - L também € uma linguagem recursiva.

= Prova:
Suponha L uma linguagem recursiva sobre Z. Entao existe M, maquina universal, que aceita a
linguagem e sempre para para qualquer entrada. Ou seja:

ACEITAM) = L
REJEITA(M) = Z*-L
LOOP(M) = &

Seja M’ uma maquina universal construida a partir de M, mas invertendo-se as condigées de
ACEITA por REJEITA e vice-versa. Portanto, M’ aceita Z* - L e sempre para para qualquer
entrada. Ou seja:

ACEITA(M") = Z* - L
REJEITA(M') = L
LOOP(M’) = &

Logo £* - L é uma linguagem recursiva. Q
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5.5 ~—+ maquinas de Turing como processadores de

funcoes

Uma das principais abordagens das maquinas de Turing é como processador de fungdes. O
estudo é restrito as fungdes de mapeamento de palavras de um alfabeto Y em uma palavra
do mesmo alfabeto. Em termos préaticos, a maioria das fungdes podem ser facilmente trans-
formadas em fungdes desse tipo.

A seguir, é apresentada a definicdo de fun¢do computada para uma maquina de Turing.
Sugere-se como exercicio compara-la e diferencia-la da defini¢do de fungdo computada intro-
duzida no capitulo 2 — Programas, maquinas e computagoes.

defini¢cao 5.8 - Fungao Turing-computavel

Uma fungdo parcial:

f:.CY)" - 3+

é dita fungdo Turing-computavel, ou simplesmente fungao computével, se existe uma maqui-
nade Turing M = (3, Q, I1, q,, F. V. B, ©) que computa f, ou seja:

‘a Para (Wy, Wy, ..., w,) € (3*)", tem-se que a palavra de entrada para M é:

Ow,w,...w,
b Se f é definida para (w4, W5, ..., W,,), entdo o processamento de M para a entrada
O w, w, ... w, é1tal que:

® para (aceitando ou rejeitando);
B o conteldo da fita é (excetuando-se os simbolos brancos):

Ow

¢ Se féindefinida para (w4, W, ..., W), entdo M, ao processar aentrada@ w, w, ... w_,
fica em loop infinito. Q

observagao 5.9 - Funcdo Turing-computével x condi¢do de parada

Na defini¢do acima, é considerado como resultado do processamento de M somente o con-
teddo gravado na fita. Portanto, em relagdo a fungdo computavel, um processamento que
para em um estado nao final é perfeitamente vélido. Se a fungdo computével ndo for definida
para a entrada, é porque o processamento é infinito. Q

observacao 5.10 - Simbolo auxiliar de entrada

Ao especificar uma n-upla na fita de entrada, pode haver a necessidade de delimitar suas
componentes. Neste caso, € usual utilizar # como simbolo de delimitagdo, como exemplifica-
do a seguir para a n-upla (W4, W, ..., W,)):

Ow,#wy#..#w, Q
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exemplo 5.4 - Maquina de Turing: concatenagao

Considere a fungdo (total):
concatenacao: ({a, b })2—>{a b}
tal que associa ao par (w4, w,) a palavra w,; w,. A maquina de Turing:
Conc=({a,b,#} {90, 91.92: 93. 92 }. L. qp. { Qg }.
é ilustrada na figura 5.8.

2, B, ©)

\ (0,8, D)
1  (a,a D)
- (b, b, D)
(#, #, D)
8.8, E)
Y
(#,B, )
(a, B, E) (b, B, E)

(a, a, E) |: Q2 o >{ a3 :| (b, b, E)
(a, b, E)
(#, a, E) (#, b, E)
(-

I o a b # B

Qo | (9. 0.D) | (g a, D) | (g b, D) | (qp #.D) | (qq.B.E)

q, (9, B.E) | (93.B.E) | (94 B. E)

q; (9,2, E) | (g3, a,E) | (94 a E)

Qa3 (9;. b, E) | (g3 b, E) | (q4 b, E)

Qs

figura 5.8 Grafo e tabela de transigdes da méquina de Turing - concatenagao.
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O algoritmo apresentado recebe como entrada a palavra:

Ow, #w,
Inicialmente, posiciona a cabega no ultimo simbolo da palavra de entrada. Apés, move a ca-
bega para a esquerda até encontrar o simbolo #, quando para. Enquanto move a cabega, ao

ler um simbolo, grava sobre este o simbolo lido anteriormente. A memorizagao do simbolo
anterior é realizada pelos estados como segue:

B g, memoriza que o simbolo anterior é a
B g3 memoriza que o simbolo anterior é b Q

exemplo 5.5 - Méquina de Turing: fungdo quadrado
Considere a fungao (total):
quadrado: {1 }*—{1}*

tal que associa o valor natural n, representado em unario, ao valor n? (também em unério).
A maquina de Turing:

Quadr = ({1}, {9y, 9y, 92/-- 993 1 IL qp. {943 }. {A, B, C}, B, O)

ilustrada na figura 5.10 e onde IT é como na figura 5.9.

1 o 1 A B C B
g | (95.0,D) | (q4,A D) (qo. B, D) (93, B, E)
a4 (q,. 1, D) (q4. B, D) (q,. B, E)
gz (9. 1, E) (qq. A, D) (q;, B, E)
q; | (943, 0,D) (94 B. E)
s (9s. A, D) | (g4 B,E)
ds (9. C, E) (q42: B, E)
q¢ | (a;.0.D) (9¢. 1. E) (96, C, E)
q7 (qg. A, D)
dg (a9, A, D) (944, C, D)
g (qy. 1, D) (qg. B, D) | (9o C, D) | (940, 1, E)
910 (910 1. E) | (qg. A, D) | (940.B. E) | (4. C, E)
q11 (942, 1, E) (q¢. C. E) (944. C, D)
dy2 | (943, 0. D) (942, 1, E) (942, 1, E)
Q13

figura 5.9 Tabela de transigdes da méaquina de Turing — fungao quadrado.
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O algoritmo apresentado recebe como entrada a palavra:
O n,

onde n, denota o valor n representado em unario sobre { 1 }. Assim, ("1)2 é simplesmente
n, concatenado consigo mesmo, ou seja:

(n)? = nyn,
Tal concatenagao é obtida como segue:
B no ciclo em g, g4 € 5, é gerado Ony ng (N4 é em unério sobre { A } e ng, sobre { B });
B em qg, q3 € q4, é retirado um simbolo B de ng, resultando em ny (n-1)g

B em Qs até qq4, a subpalavra (n-1)g é usada para controlar concatenagdes sucessivas,
resultando em:

O n, (n-1)c (n-1)4 (N-1), ... (n-1); onde (n-1), é repetida n-1 vezes
® por fim, em q,,, as subpalavras n, (n-1). sdo substituidas por n, (n-1),, resultando em:
O n, (n-1), (n-1), (n-1), ... (n-1); onde (n-1), é repetida n vezes

B ou seja, o comprimento da palavra resultante é:

n+((n-1)*n=n+ (n?-n) =n?

A figura 5.11 ilustra a sequéncia do processamento da méaquina de Turing Quadr para a
entrada w = 111 (ou seja, 3 em unario). Por simplicidade, a representagdo estd na forma
de sequéncia de palavras, sendo que cada palavra representa uma descri¢do instantanea da
maquina na qual (qi)x indica o estado corrente qi e o posicionamento da cabega da fita,
apontando para a célula que contém o simbolo x. Q
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(©,&, D) (1,1,D) (1,1,6)
(B, B, D) (B, B, D) (B, B, E)
\ q (1l A; D} B g (ﬁr 8: E)
4 CHJ
A A D)
(B. B. E) (

(©,0,D)

\Cls

(8. B. E)

(A, A, D)
GL\ (8, C, E)
W,
(B. B, E)
A 1, )
C 18 T2 ==
— (€. C, D) (C. C, E)
(8, B, E)
(©,0,D) (1. 1.8

b

figura 5.10 Grafo da méquina de Turing — fungao quadrado.
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(q0)O1118
O(q0)1118
OA(q1)11B8
OA1(q1)1B
OA11(q1)B
OA1(g2)1Bp
OA(q2)11B
O(g2)A11B
OA(q0)11BB
OAA(q1)1BB
OAA1(q1)BB
OAA1B(q1)B
OAA1(q2)BBB
OAA(q2)1BBB
OA(q2)A1BBB
OAA(q0)1BBB
OAAA(q1)BBB
OAAAB(q1)Bp
OAAABB(q1)B
OAAAB(q2)BBp
OAAA(q2)BBBS
OAA(q2)ABBBS
OAAA(q0)BBBS
OAAAB(q0)BBB
OAAABB(q0)Bp
OAAABBB(q0)B
OAAABB(q3)Bg
OAAAB(q4)Bp
OAAA(q4)BBp
OAA(q4)ABBB
OAAA(q5)BBS
OAA(q6)ACBP
OA(q6)A1CBR

O(q6)A11CBB
(q6)0111CBB
0(q7)111CBB
OA(q8)11CBB
OAA(q9)1CBB
OAA1(q9)CBB
OAA1C(q9)BB
OAA1CB(q9)B
OAA1C(q10)B1B
OAA1(q10)CB1B
OAA(q10)1CB1B
OA(q10)A1CB1B
OAA(q8)1CB1p
OAAA(q9)CB1B
OAAAC(q9)B1B
OAAACB(q9)1B
OAAACB1(q9)B
OAAACB(q10)118
OAAAC(q10)B11B
OAAA(q10)CB11p
OAA(q10)ACB11p
OAAA(q8)CB11p
OAAAC(q11)B118
OAAA(q6)CC11B
OAA(q6)ACC118
OA(q6)A1CC11B
O(q6)A11CC11B
(q6)0111CC118
0(q7)111CC118
OA(g8)11CC11
OAA(q9)1CC118
OAA1(q9)CC11B
OAA1C(q9)C11B

OAA1CC(q9)118
OAA1CC1(q9)1B
OAA1CC11(q9)B
OAA1CC1(q10)11p
OAA1CC(g10)111P
OAA1C(q10)C1118
OAA1(q10)CC111B
OAA(q10)1CC1118
OA(g10)A1CC111B
OAA(g8)1CC111B8
OAAA(q9)CC111B
OAAAC(q9)C111B
OAAACC(g9)111B
OAAACC1(q9)11B
OAAACC11(q9)1B
OAAACC111(q9)B
OAAACC11(q10)11B
OAAACC1(q10)1118
OAAACC(q10)11118
OAAAC(q10)C1111B8
OAAA(q10)CC11118
OAA(q10)ACC11118
OAAA(g8)CC11118
OAAAC(q11)C11118
OAAACC(q11)1111B
OAAAC(q12)C11118
OAAA(q12)C111118
OAA(q12)A1111118
OA(q12)A11111118
0(q12)A111111118
(q12)01111111118
0(q13)1111111118

figura 5.11 Computagdo da méquina de Turing - fungdo quadrado.

definigdao 5.11 - Fungao Turing-computavel total
Uma fungdo total:

f: (3*)" - $*

é dita fungao Turing-computével total, ou simplesmente fungdo computdvel total, se existe
uma méquina de Turing M = (3, Q, I1, q,. F, V, B, ©) que computa f e sempre para para
qualquer entrada.

.
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A definicdo de uma fung¢do Turing-computdvel total garante que, para todos os valores de
entrada, a fungao estd definida, ou seja, existe uma maquina de Turing que a computa e que
sempre para para qualquer entrada. Sugere-se como exercicio verificar se os exemplos acima
de fungdes Turing-computdveis sao totais.

observagao 5.12 - Méquina de Turing como reconhecedor x fungdo Turing-computavel

Toda maquina de Turing vista como um reconhecedor de linguagem também pode ser vista
como um processador de fungdo. De fato, é suficiente modificar a maquina de Turing reco-
nhecedora para, ao identificar uma condigao de aceitagao ou de rejeicao, gravar na fita uma
informacgao sobre tal condigdo e, somente apéds, parar. Esta informagédo pode ser do tipo bina-
rio como, por exemplo (suponha uma maquina de Turing sobre o alfabeto { a, b }):

Oa saida que identifica aceitagdo
@b saida que identifica rejeicao

Tal modificagdo ndo é tao trivial como aparenta inicialmente, pois o reconhecimento de uma
entrada pode gerar qualquer informacao na fita, inclusive brancos intercalados com outros
simbolos. Assim, o algoritmo modificado, na tentativa de substituir todos os demais simbolos
(excetuando-se os que codificam a condigao aceita ou rejeita), pode entrar em loop infinito.
Um detalhamento correto de tal modificagao é sugerido como exercicio.

A abordagem inversa também pode ser feita. Ou seja, toda fungdo Turing-computével pode
ser vista como uma maquina de Turing como reconhecedor. Nesse caso, é suficiente modificar
a fungdo como um problema do tipo sim (aceita) ou ndo (rejeita). Tal questdo é detalhada
quando do estudo da solucionabilidade de problemas.

Consequentemente, sao conceitos relacionados:

B Funcdo Turing-computavel e linguagem enumeravel recursivamente;
B Fungdo Turing-computavel total e linguagem recursiva. a

5.6 ~-—+ conclusdes

Neste capitulo, foi visto o formalismo maquina de Turing, um dos modelos mais utilizados
como formalizagao de algoritmo. Trata-se de um modelo simples, poderoso e que formaliza a
ideia de uma pessoa que realiza calculos. € muito similar a um computador moderno, embora
tenha sido proposto alguns anos antes do primeiro computador digital. Na realidade, nao se
trata de uma maquina no sentido usual dado a essa palavra, mas sim de um programa para
uma maquina universal.

Duas das abordagens da maquina de Turing foram apresentadas: reconhecimento de lingua-
gens e processamento de fungdes. Uma terceira abordagem sera vista em um capitulo subse-
quente: solucionabilidade de problemas. Algumas evidéncias de que se trata de uma maquina
universal foram apresentadas.
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5.7 ~—3 exercicios

exercicio 5.1 Qual a importancia do estudo da maquina de Turing na ciéncia da computagao?

exercicio 5.2 Desenvolva maquinas de Turing que aceitem as seguintes linguagens:

alL,=0

b L,={¢}

€ L;={w | wtem o mesmo nimero de simbolosaeb }

d| L; = {w | odécimo simbolo da direita para a esquerda é a }

e L= {waw | wépalavrade {a, b }*}
f|Lg={ww | wépalavrade{a, b }*}

gl L, = {ww" | wépalavra de { a, b }* onde w' denota a palavra reversa de w }
h Lg={www | wépalavrade{a, b }*}
i|Lo={w|w=a'b?a®b%..a"" b" e n é nimero natural par }
J Lig={w|w=a"b"ouw=Db"a"}
k|L;={w|w=a'blcX ondecui=jouj=k}

| | Triplo_Bal = {a"b"c¢" | n20}
m| Dobro = {w | wE { a, b }* e tem 0 dobro de simbolos aque b }

exercicio 5.3 Desenvolva maquinas de Turing que realizam as operagdes e testes abaixo:

A - B: subtragdo nos inteiros

div(A, B): divisdo inteira de A por B

fat(A): fatorial;

pot(A, B): poténcia;

teste(A > B): nos inteiros

teste(A = B): nos inteiros

teste(A < B): nos inteiros

mdc(A, B): méximo divisor comum;
teste_primo_entre_si(A, B): verifica se sdo primos entre si, ou seja, se mdc(A, B) = 1;
mod(A, B): resto da divisdo inteira;
teste_primo(A): verifica se A é primo;
teste_nperf(A): verifica se € um nimero perfeito.

- X - - T a -0 an oo

exercicio 5.4 Seja a expressdo booleana (EB) definida indutivamente como segue:

i) vefsiaoEB;
i) SepeqsaokEB, entdop e qe p ouqtambém sao EB.

Assuma que o conetivo e tem prioridade sobre o ou. Entdo:
Construa uma maquina de Turing sobre £ = { v, f, e, ou } tal que:

ACEITA(M) = { EB | EBéV}
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REJEITA(M) = {EB | EBéf}
LOOP(M) = { w | wndo 6 EB }

exercicio 5.5 Desenvolva uma maquina de Turing que receba com entrada uma palavra so-
bre o alfabeto {a, b, ¢} sem qualquer ordem e ordene os simbolos supondoquea<beb <

¢. Por exemplo, para a entrada abccba, o resultado é aabbcc.

exercicio 5.6 Desenvolva uma maquina de Turing sobre o alfabeto { (, ) } que verifique o
correto uso de parénteses em expressdes matematicas. Por exemplo, sdo expressdes validas:

()
(9))
() )O)

exercicio 5.7 Desenvolva maquinas de Turing que aceitem as seguintes linguagens:

Sugestdo: procure usar maquinas de Turing j& definidas em exercicios anteriores e implemente
uma nog¢ao de macro ou de composigao de maquinas de forma modular.

al Ly, ={ (ww")? | w é palavra de { a, b }* onde W' denota a palavra reversa de w }
b L3 ={ww'ww | wépalavra de { a, b }* onde w' denota a palavra reversa de w }
€ Liz={(@"0")™ | n e msdo nimeros naturais }

exercicio 5.8 Qual a diferenga fundamental entre a classe das linguagens recursivas e a
das linguagens enumeraveis recursivamente? Qual a importdncia de se distinguir essas duas
classes?

exercicio 5.9 Demonstre que a classe das linguagens recursivas é fechada para as operagdes
de unido, interseccao e diferenga. Demonstre inicialmente para a operagdo sobre duas
linguagens recursivas. Apés, amplie a demonstragdo para n linguagens recursivas (demonstre
por indugdo em n).

exercicio 5.10 Dé a maquina de Turing MT, sobre o alfabeto { a, b }, tal que:

ACEITA(MT) = { w | w tem o mesmo néimero de simbolosae b }
REJEITA(MT)= { w | w cuja diferenca entre o nimero de simbolosaeb é1 }
LOOP(MT)= { a, b }* - (ACEITA(MT) U REJEITA(MT))

Por exemplo:

ab € ACEITA(MT)

aba € REJEITA(MT)

aaba € LOOP(MT).
exercicio 5.11 Considere a seguinte maquina de Turing cuja fungdo programa I1 é como na
figura 5.12:

({ab}{d9,91,92 939959 97 L ILgs{q9; , { A B },B O)



152

~~ Teoria da Computagao: Maquinas Universais e Computabilidade

I o a b A B B

do (9p.0.D) | (q4,A.D) | (gg. b, D) | (qq A D) | (qq B, D) (g4, B, E)
q, (q4, a, D) (94, b, D) (q,, B, E) (92, B, E)
q; | (@5.0,D) | (gz a E) (93, B, E) (9;. A, E) (92, B, E)

q; | (95, 0.D) | (g3 a E) (93, b, E) (qq. A, D)

A (9;. ©, D) (q¢. b, D) (4. A, E) (94, B, E)

qs (q¢, a, D) (95, A, D) | (qs B, D)

gs | (96, ©.D) | (gg.a, D) | (g4 b,D) | (ge A D) | (e B, D) | (g6, B, E)
qz

figura 5.12 Tabela de transigdes da maquina de Turing.

'a | Verifique qual a configuragao final ap6s a computagao para as seguintes palavras:
ab
aba
aaba
'b| Qual alinguagem aceita?
¢ | A linguagem aceita é apenas enumerdvel recursivamente ou é também recursiva? Por
qué?

exercicio 5.12 Elabore uma méaquina de Turing MT_Palindroma (deterministica ou nao)
que sempre para para qualquer entrada e que reconhece todas as palindromas (palavras que
possuem a mesma leitura da esquerda para a direita e vice-versa) sobre o alfabeto { a, b }.
Por exemplo:

aba, abba, babab € ACEITA(MT_Palindroma)
abab € REJEITA(MT_Palindroma)

exercicio 5.13 Elabore uma maquina de Turing M sobre o alfabeto { a, b } tal que:

ACEITA(M) = { w | w inicia com a e, ap6s cada a, existe pelo menosum b }
LOOP(M) = { w | w & ACEITA(M) e existe pelo menos um b entre dois a }
REJEITA(M)= { a, b }* - (ACEITA(M) U LOOP(M))

Por exemplo:

ab, abbab € ACEITA(M)
b, baa, baab € REJEITA(M)
aba, baba, abbaba € LOOP(M)
exercicio 5.14 Verifique se as respectivas fungdes computdveis sdo totais:

i' Funcdo concatenacao do exemplo 5.4 — Maquina de Turing: concatenagao;
'b| Fungao quadrado do exemplo 5.5 - Méquina de Turing: fungao quadrado.
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exercicio 5.15 Sobre a maquina de Turing, analise as seguintes afirmacdes:

l. Uma linguagem aceita por uma maquina de Turing pode ser dita linguagem
recursiva;

Il. A classe das linguagens enumerdveis recursivamente esta contida propriamente
na classe das linguagens recursivas;

lll. O complemento de uma linguagem recursiva é uma linguagem recursiva.

Marque a alternativa correta:

‘a Apenas | e ll estdo corretas;
‘b Apenas Il ests correta;

‘€ Apenas |l e lll estdo corretas;
.‘T Apenas | e lll estao corretas;
‘@ |, 1l elll estdo corretas.

exercicio 5.16 Considere a seguinte maquina de Turing:
M - (Ec Ql‘ nl‘ th Fr Vc ﬁr o)
Marque a alternativa errada:
: a ACEITA(M), é o conjunto de todas as palavras pertencentes a £* aceitas por M;
‘b REJEITA(M), é o conjunto de todas as palavras pertencentes a Z* rejeitadas por M;
_E__ ACEITA(M) N REJEITAM) = &
:d | ACEITA(M) U REJEITA(M) = =*
‘@ O complemento de ACEITA(M) é REJEITA(M) U LOOP(M)

exercicio 5.17 Considere a seguinte maquina de Turing cuja fungdo programa I1 é como na
figura 5.13:

M=({a b} {9 aqy 92 93 94 9¢ }. IL 9o, { ¢ }. 2, B, O)

Relacione a primeira coluna de acordo com a segunda, considerando o reconhecimento das
palavras por M:

(1) € ACEITA(M) ( )aababa
(2) € REJEITA(M) ( )abba
(3) € LOOP(M) ( )bbab
( )aabbba
( )aaaabba

Marque a alternativa que corresponde a correta correlagao:
:a'1—1—3—2—1
3 3-1-2-2-1
[ €] 2 == =T=2
d/3-1-2-1-2
? 1-2-1-3-3
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I o a b B

qo | (9p.0.D) | (qq. a D) (q1.b. D) | (qs. B. E)
a4 (qq. a, E) (q,, b, D)

9% (93, b, D)

93 (q¢ B. E)
Q4 (9;.2,D) | (g3 2, E) (94 B, E)
Qs

figura 5.13 Tabela de transigdes da maquina de Turing.

exercicio 5.18 Considere a seguinte maquina de Turing cuja fungdo programa I é como na
figura 5.14:

({a, b, #}, {99 91, 92, 93. 94 9s. 6. 97. 98- ¢ }. [1. Qo. { g }. {A. B }, B. ©)

Marque a alternativa correta:

‘a| ACEITAM) = {w#w'|wE{a,b,#}*ew éareversadew}
'b| ACEITAM) = {w#w|weE{a,b,#}"}
‘¢ ACEITAM) = {w#w|wE{a,b,#}*}
'd| ACEITA(M) = &
‘@ Nenhuma das alternativas acima esta correta.

11 o a b # A B B

9o | (9p. ©. D) | (g4, A, D) | (gs. B, D) | (q;, #, D) (a4 B, E)
gy (94, a, D) | (g4, b, D) | (gy #, D)

q; (93, A, E) (9. A D) | (q,,B,D)

qs (g, #,E) | (g3, A E) | (g3, B, E)

ds | (ag. ©.D) | (q4 a E) | (qq b, E) (qq. A, D) | (qq. B, D)

s (9s. a, D) | (gs. b, D) | (g, #, D)

de (93, B, E) (¢, A, D) | (qg, B, D)

97 (9;, A, D) | (q; B,D) | (g4 B, E)
Qs

Q¢

figura 5.14 Tabela de transi¢des da méquina de Turing.

exercicio 5.19 Sobre a maquina de Turing, analise as seguintes afirmacdes:

l. O termo fungdo Turing-computavel reflete a classe das linguagens recursivas;
Il. A partir da defini¢do de fungdo Turing-computdvel, um processamento que para
em um estado nao final ndo tem resultado definido;
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. O conjunto formado pela unido de todas as fungdes Turing-computével totais
possui a propriedade de que o conjunto das palavras que deixam a maquina em
loop é vazio.

Marque a alternativa correta:

‘a Apenas | ests correta;

‘b Apenas |l est4 correta;

'€ Apenas |l est correta;

d Apenas | e ll estdo corretas;
‘@ Apenas |l e lll estdo corretas.

exercicio 5.20 Sobre a maquina de Turing, marque a alternativa errada:

‘a Uma fungdo parcial f: (Z*)" — =* é dita fun¢do Turing-computével, ou simplesmente

~ fungdo computével, se existe uma maquina de Turing M = (£, Q, I1, g, F. V. B, ©) que
computa f;

‘b Uma fungao total f: (£*)" — Z* é dita fungdo Turing-computével total ou simplesmente

fungdo computével total, se existe uma maquina de Turing M = (Z, Q, I, qq, F. V. B, ©)

que computa f e sempre para para qualquer entrada;

A fungdo programa total sempre induz uma fungao Turing-computével total;

A definicao de uma fungdo Turing-computdvel total garante que a fung¢ao esta definida
para todos os valores de entrada;

Toda maquina de Turing vista como um reconhecedor de linguagem também pode ser
vista como um processador de fungdo.

exercicio 5.21 Como, sem perda de generalidade, pode-se supor que a fungdo programa de
uma maquina de Turing seja total?

exercicio 5.22 Desenvolva um simulador universal de méquina de Turing. Recebe como en-
trada uma representacdo de uma maquina de Turing no formato de uma 8-upla ordenada
e a palavra de entrada a ser processada. Para um processamento finito, gera como saida: o
estado atingido (incluindo a condigdo aceita/rejeita); o conteldo da fita; e o nimero de movi-
mentos realizados pela cabega de fita. Sugere-se a implementagdo da opgao execugdo passo
a passo da maquina simulada, para permitir uma anadlise da computagao.

Termos-chaves

classe das linguagens enumeraveis linguagem recursiva, p. 141
recursivamente, p. 141 méquina de Turing, p. 132, p. 134

classe das linguagens recursivas, p. 141 méquina universal, p. 137

Fungao Turing-computavel, p. 143 processamento de fungdes, p. 132

Fungao Turing-computavel total, p. 148 propriedades das linguagens, p. 142

hipétese de Church, p. 141 reconhecimento de linguagens, p. 132

linguagem enumeravel recursivamente, solucionabilidade de problemas, p. 132

p. 140, p. 141
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A tese de Church supdem que o limite maximo do que é

computavel pode ser expresso como um algoritmo em uma

maquina de Turing. Como a nogdo de algoritmo é intuitiva,

a tese ndo é demonstravel, sendo aceita (suposta) como verdadeira.

Este capitulo apresenta algumas evidéncias internas e externas

que corroboram a tese de Church como a verificagao de que

as maquinas de Turing e Norma sdo equivalentes. E também a constatagdo
de que as modificacoes apresentadas sobre a maquina de

Turing ndo ampliam a classe das fungoes computadas.
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Méquinas universais podem ser entendidas de duas formas:

B se é capaz de simular todas as outras maquinas;
B se toda fungdo computdvel pode ser expressa como um programa nesta maquina.

Ambos o0s entendimentos ndo podem ser provados, pois:

® nao ha como definir o conjunto de todas as maquinas possiveis e, portanto, uma prova
exaustiva de simulagdo nao seria possivel;
B o conceito de fungdo computdvel ndo é matematicamente preciso.

Como é impossivel formalizar a demonstragdo de que uma maquina é universal, buscam-se
evidéncias para tal comprovagdo analogamente ao desenvolvido nos capitulos referentes as
madquinas Norma e Turing. Nesse caso, foram buscadas evidéncias internas, pois, nos referidos
capitulos, foram exploradas variagdes nas definigdes das maquinas que nao aumentaram o
poder computacional das mesmas, ou seja, o conjunto das fungbes computadas por estas
maquinas permaneceu 0 mesmo.

Neste capitulo, é mostrado que o conjunto das fung¢des computadas por Norma e Turing é
0 mesmo, por meio da demonstragdo de equivaléncia entre essas maquinas, o que constitui
uma evidéncia externa.

Evidéncias como estas levaram Alonzo Church a apresentar, em 1936, a tese de Church a qual
afirma que qualquer fungdo computdvel pode ser processada por uma maquina de Turing, ou
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seja, que existe um algoritmo expresso na forma de mdaquina de Turing capaz de processar a
fungdo.

Apesar de a nogao intuitiva de algoritmo impossibilitar a demonstragdo de que a maquina de
Turing &, efetivamente, o mais genérico dispositivo de computagao, todas as evidéncias inter-
nas e externas imaginadas foram sempre verificadas. Isso reforga a tese de Church, ou seja, os
demais modelos de méaquinas propostos, bem como qualquer extensdo de suas capacidades,
possuem, N0 maximo, a mesma capacidade computacional da méaquina de Turing. Assim, a
tese de Church foi assumida como uma hipétese para toda a teoria da computagdo cléssica,
razdo pela qual também é conhecida como hipétese de Church.

Neste capitulo, também se verifica que algumas extensdes da capacidade da maquina de
Turing ndo aumentam o seu poder computacional como, por exemplo:

'__a Néo determinismo. Permite que a mdaquina possa tentar diversos caminhos alternativos
para uma mesma situagao;
‘b Multiplas fitas. Mais de uma fita;
€ Multiplas unidades de controle. Mais de uma unidade de controle;

d Fitas infinitas nas duas extremidades. As fitas ndo possuem fim em qualquer das duas
extremidades.

6.1 ~—3 equivaléncia entre as maquinas de Turing e Norma

A seguir, é apresentada a prova de que a maquina de Turing é equivalente 8 maquina Norma
(a prova completa € de R. Bird). Além de reforgar as evidéncias de que ambas sdo maquinas
universais, também fica caracterizado que, de fato, a Norma pode definir e manipular cadeias
de caracteres (conforme introduzido quando do estudo desta maquina).

Em resumo, a prova é como segue:

a Turing s Norma. A estrutura de fita da maquina de Turing € simulada na Norma usando
uma estrutura de arranjo unidimensional;

.b Norma s Turing. Conforme ja introduzido, os registradores X e Y sdo suficientes para
realizar qualquer processamento. Assim, uma maquina de Turing pode simular os dois
registradores como segue:

b.1) O conteldo de cada registrador (valor natural) é implementado de forma unaéria
em Turing (ou seja, a repeticdo de um mesmo simbolo ao longo da fita, tantas
vezes quanto for o valor do nimero natural);

b.2) O registrador X ocupa as células pares da fita, e Y, as impares maiores que 1.

Lembre-se de que, no conceito de simulacdo, é necessario considerar fungdes de codifica-
cao e decodificagao para permitir comparar maquinas com diferentes conjuntos de entrada
e saida.
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teorema 6.1 - Maquina de Turing = maquina Norma
O formalismo mdquina de Turing pode ser simulado pelo formalismo méaquina Norma.

= Prova:

Como ja sugerido em exercicio, sem perda de generalidade, pode-se supor que a fungdo pro-
grama de uma maquina de Turing é total. Suponha uma maquina de Turing M = (3, Q, I1, q,,
F, V, B, ©). Entdo, a simulacdao de M por um programa P em Norma pode ser definida como

segue:

Fita. A fita é simulada como um arranjo unidimensional em X, sendo que cada célula da fita
corresponde a uma posigao do arranjo. Adicionalmente, o simbolo de cada célula é codifi-
cado como um némero natural como segue: para um alfabeto 3 UV = {a,, a,, ..., a,}. 0
simbolo a; é codificado como o natural i, e os simbolos especiais B e @ como zero e n+1,
respectivamente;

Estados. Para os estados de Q = {qg, 94..-.» 95} em M, o programa P em norma possui cor-
respondentes instrugdes rotuladas por 2Y*1 para u € {0, 1,...,n}. Portanto, o rétulo inicial
dePé&2 = 20+1 (pois qg € o estado inicial de M), e, para qualquer g € F, 241 ¢ o rétulo
antecessor ao rétulo final de P, preparando os dados para a fungao de saida em norma;

Estado corrente. O estado corrente de M é simulado em norma, usando o registrador Q, o
qual assume valores em { Qu+1 | u€{ 0, 1,..., n} } (correspondendo aos estados 9o. 91.

e Q)

Cabega da fita. A posigao corrente da cabega da fita de M é simulada, usando o registrador C
de norma, o qual contém a posigdo corrente do arranjo em X e € inicializado com o valor 1;

Fungdo programa. A simulagdo de uma transi¢do de M da forma:
(q,. a,) = (g, ag, m)

onde m assume valores em { E, D } (esquerda e direita), é dada pelo trecho de programa de P
em norma abaixo, onde cada instrucdo rotulada 2Y* é, na realidade, uma chamada de ma-
cro, a qual implementa a transicdo de M, contendo instrugdes rotuladas para o novo estado,
gravagao na fita e movimento da cabega:

2%*1.  faca A:=3%+5%9 y4 para End A

a: faca X(C):=s vé_para a, grava na fita

a,: faga ade vé_para a, move a cabeca para a direita

ay: faga Q:=2"*" v4 para End_Q novo estado
Note-se que:

‘a No trecho de programa, é suposto que o movimento da cabega da fita é para a direita
e, portanto, é adicionado 1 ao registrador C; caso 0 movimento seja para a esquerda, é
necessario subtrair 1;
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‘b A transicdo depende do estado corrente g, e do simbolo lido a,. Assim, na instrugo
rotulada por 24*7, é especificado um desvio incondicional para uma instrugao rotulada
pelo par (2¥*1, r), usando uma codificacdo de primos, similar a introduzida no estudo
da méquina Norma (lembre que o contetdo de Q e X(C) sdo 2Y*7 e r, respectivamente).
Por simplicidade, os detalhes de como implementar o célculo da expressao 3Q.¢ 5%(0) g50
omitidos, mas podem ser facilmente deduzidos a partir dos exemplos discutidos;

'_ ¢ Asmacros End_A e End_Q referem-se ao enderecamento indireto definido no estudo da
maquina Norma. O contetdo do registrador A é denotado por a, rétulo inicial da macro
que implementa a transi¢do. O contelido do registrador Q é denotado por 2V*1 rétulo
que denota o novo estado q,,.

Adicionalmente, a cada estado final g se associa um rétulo 27+1, antecessor do rétulo final,

que corresponde ao trecho de programa em P a seguir. Neste rétulo, o contetddo de X (“fita™)
é atribuido a Y (pois, em norma, a fungdo de saida retorna o valor do registrador Y), assim, os
dados para a fungdo de saida de Norma sdo preparados e o processamento é desviado para
o rétulo final.

2f*1; faca Y:=X v4 _para fim

onde £im é um rétulo final.

Codificagdo. O conteldo inicial da fita é codificado em X, visto como um arranjo unidimen-
sional (ver o item fita acima);

Decodificagdo. Decodifica de Y, o contelido final da fita. A decodificagdo é o inverso do espe-
cificado no item fita acima.

Sugere-se, como exercicio, a simulagdo, por Norma, das condigdes de ACEITA e de REJEITA
de parada da maquina de Turing, lembrando que a fungdo programa é suposta total. Ao
transformar a fungdo programa de parcial em total, as transi¢cdes originalmente indefinidas
(I1(g,. @,) indefinida) sao definidas usando um estado terminagdo especialmente introduzi-
do. A correspondente simulagao de Norma faz com que, a partir desse estado de terminagao,
desvie para um rétulo sem instrugdo associada, encerrando a execugao. Q

exemplo 6.1 - Maquina de Turing = maquina Norma: duplo balanceamento
Considere a maquina de Turing:

MT_Duplo_Bal =({a,b}. {9y 94,95, 93,95 }. IL. qo. {93 }. {A, B }. B, ©)

introduzida anteriormente e ilustrada na figura 6.1.
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(A, A, D)
(a, A, D) (b, B, E)
\> 0,0
( ) (a. a, (a, )
B, B, B,B E
(B, 8, D) : ) : :
Y
(B. B. D) @ (8, B, D)
(B. 8. E)
Y
~()
I o a b A B B
9o | (95.0.D) | (g4, A D) (93, B, D) | (g4 B. D)
Q1 (Qp a, D) (qzr Bl‘ E) (q1c Br D)
qz (qu a, E’ (q(}o Ac D) (qzt Bl E)
q3 (q3v B: D) (q4: 5: E)
da

figura 6.1 Grafo e tabela de transi¢des da maquina de Turing - duplo balanceamento.

Para cada estado qu € { 99: 94- 95 93. 94 }, tem-se uma instrugdo rotulada, onde o rétulo
é calculado por 2U*7. Os rétulos calculados s3o: 2, 4, 8, 16 e 32. A instrucdes rotuladas cor-
respondentes aos estados, sao:

2: faga A = 39 ¢ 5*X(© v para End_A estado q,
4: faca A = 3% ¢ 5% y5 para End A estado q,
8: faca A = 3% ¢ 5%(©) y4 para End A estado q,
16: faga A = 32 ¢ 5%() v para End A estado g
32: faga Y = X vd_para fim estado q,



Capitulo 6 ~~— Maquinas Universais e Hipétese de Church 163

A expressao 3Q ¢ 5X(C) que determina o valor do registrador A, serve para distinguir as dife-
rentes transigdes definidas em fungdo do estado e do simbolo lido, garantindo rétulos dife-
rentes. Observa-se, ainda, que o rétulo £im é um rétulo final. O registrador X é o registrador
de entrada, o qual contém o conteldo da fita de Turing. Ao final da computagao transfere
o contetdo do registrador X para o registrador de saida de Y. Os simbolos da fita sdo codi-
ficados por nimeros naturais, ou seja, os simbolos ©, a, b, A, B e B serdo codificados pelos
nameros: 5, 1, 2, 3, 4 e 0, respectivamente. Estdo sendo usados ainda os registradores Q
(indica estado corrente, comegando por 2) e C (posi¢do da cabega da fita).

A expressao 39 ¢ 5X(©) indica as transigoes da fungao programa da maquina de Turing. Neste
caso, existem 12 transigdes, as quais correspondem 12 conjuntos de trés instrugdes rotuladas
cada, que vao indicar: novo estado, novo simbolo e movimento na fita.

‘@ Para o estado inicial gg:
I1( . ©) = (gg. ©, D) e, portanto:
Q = 2U+1 = 20+1 - 2
A =3Qe5X€) = 32455 = 28125

28125: faga X(C) =5 va para 28126
28126: faga C=C+1 vd para 28127
28127: faca Q =2 v4 para End_Q (2ut1 = 2041 = 2)

II(qq. @) = (q4. A, D) e, portanto:
Q=2
A=32:e5X0 =32.5" =45

45: faga X(C) =3 v& para 46
46: faga C=C+1 vd_para 47
47: faga Q=4 va para End_Q (U1 = 2141 = g)

II( q,. B) = (q5. B, D) e, portanto:
Q=2
A = 3Qe5X0 = 324 5% = 5625

5625: faca X(C) =4 va para 5626
5626: faga C=C+1 va para 5627
5627: faca Q=16 v4 para End_Q 2u+! = 2341 = 16)

(g, B) = (qg. B. D) e, portanto:
Q=2
A=3%e5%X0 32,509

9: faca X(C) =0 v4 para 10
10: faga C=C+1 vad_para 11
11: faga Q=32 v4 para End_Q (U4 = 2%%1 = 32)
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‘b Para o estado q:

II(q,, a) = (q,, a, D) e, portanto:
Q= 2u+1 - 21+1 =4
A =32 5X(C) = 34457 = 405

405: faca X(C) =1 v&_para 406
406: faca C=C+1 va_para 407
407: faca Q=4 va_para End_Q

II(q,. b) = (q,. B, E) e, portanto:
Q=4
A = 3%¢5X0 = 34452 = 2025

2025: faca X(C) =4 va para 2026
2026: faca C=C-1 vd_para 2027
2027: faca Q =8 vd_para End_Q

I1(q4, B) = (g4, B, D) e, portanto:
Q=4
A = 32 5X(C) = 34 ¢ 54 = 50625

50625: faga X(C) =4 va_para 50626
50626: faca C=C+1 va para 50627
50627: faca Q=4 v4 para End_Q

‘€| Para o estado q:
I1(g,. a) = (q,, a, E) e, portanto:
Q e 2u+1 - 22+1 =8
A =32 5X0 = 38,57 = 32805

32805: faca X(C) =1 va para 32806
32806: faga C=C-1 vd _para 32807
32807: faga Q=8 va_para End_Q

(2u+1 — 21+1 — 4)

(2u+1 = 22+1 = 8)

(2u+1 = 21-!-1 = 4)

(zu+1 - 22-!-1 = 8)
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I1(q,, A) = (g3, A, D) e, portanto:
Q=8
A=32¢5X(C = 38453 =820125

820125: faga X(C) =3 va_para 820126
820126: faga C=C+1 va_para 820127
820127: faga Q=16 v4 para End_Q

I1(q,. B) = (q,, B, E) e, portanto:
Q=38
A = 3% 5XC) = 384 5% = 4100625

4100625: faga X(C) =4 va_para 4100626
4100626: faga C=C-1 vd para 4100627
4100627: faca Q =8 vd_para End_Q

d | Para o estado qs:
(g3, B) = (q3, B, D) e, portanto:
Q=2U+ =23+1 =16
A = 325X = 316, 54 — 26904200625

26904200625: faga X(C) =4 va para 26904200626
26904200626: faga C=C+1 va_para 26904200627
26904200627: faga Q=16 va _para End_Q

(g3, B) = (q4. B. E) e, portanto:
Q=16
A = 3Qe5X(Q = 316, 50 = 43046721

43046721: faga X(C) = 0 v4_para 43046722
43046722: faca C=C-1 va para 43046723
43046723: faga Q=32 vd _para End_Q

Isso resulta no programa em Norma da figura 6.2, que computa
plo-balanceamento:

(20-1-1 = 23+1 = 16)

(2ut1 = 22+1 8)

(204’1 - 23+1 = 16)

(2u+1 o 24-1'1 - 32)

um reconhecedor do du-
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Programa monolitico duplo balanceamento

as faca A =3%+ 55O y5 para End_ A
4: faca A =3%+5%9 v5 para End A
8: faca A =32+ 5%0 y4 para End A
9: faga X(C) =0 v& para 10

10: faga C=C+1 v& _para 11

11: faca Q =32 v& para End Q

16: faca A =32+ 5%9 v4 para End_A
323 faca Y =X vad_para fim

45: faca X(C) =3 va_para 46

46: faga C=C+1 va_para 47

47: faca Q=4 v4_para End_Q

405: faga X(C) =1 v& para 406

406: faga C=C+1 va_para 407

407: fagca Q=4 va para End_Q
2025: faga X(C) =4 va para 2026
2026: faga C=C-1 va_para 2027
2027: faga Q=8 vad para End Q
5625: faga X(C) =4 va para 5626
5626: faga C=C+1 vd_para 5627
5627: faca Q=16 v& para End Q

28125: faga X(C) =5va_para 28126
28126: faca C = C+1 vd_para 28127
28127: faga Q = 2 vd_para End_Q
32805: faga X(C) =1 va_para 32806
32806: faga C=C-1 vd_para 32807
32807: faga Q =8 va para End_Q
50625: faga X(C) =4 v4 para 50626
50626: faga C=C+1 vd_para 50627
50627: fagca Q=4 vd para End _Q
820125: faga X(C) =3 v& para 820126
820126: faga C=C+1 vd_para 820127
820127: faca Q = 16 va para End_Q

4100625: faga X(C) =4 v& para 4100626
4100626: faca C=C-1 v4 para 4100627
4100627: faga Q =8 vé_para End_Q

43046721: faga X(C) =0 va para 43046722
43046722: faga C=C-1 v4_para 43046723
43046723: faca Q =32 va para End_Q
26904200625 faca X(C) =4 va para 26904200626
26904200626: faca C=C+1 va_para 26904200627
26904200627: faca Q=16 vd_para End Q

figura 6.2 Programa monolitico — duplo balanceamento.
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Para a palavra de entrada aabb, o valor inicial armazenado da fita da méquina de Turing é:
Qaabbppp...

correspondendo a seguinte representagao no registrador X de Norma:

Também:

o contelido do registrador Q = 2 (estado inicial qq, codificado como 2°*7);
o conteldo do registrador C = 1 (denota a cabega da fita posicionada no inicio). Q

teorema 6.2 - Maquina Norma < maquina de Turing
O formalismo maquina Norma pode ser simulado pelo formalismo méaquina de Turing.

= Prova:

Ja foi introduzido que, em Norma, sub-rotinas e mecanismos de recursao como os definidos
nos programas recursivos podem ser simulados por programas monoliticos, usando ende-
recamento indireto. Assim, é suficiente considerar o caso de programas monoliticos. Entao,
suponha um programa monolitico P para Norma, mas com somente dois registradores Xe Y.
Entdo, a simulagdo de P para Norma por uma mdquina de Turing M = (3, Q, I, q,, F V, B,
©), onde o alfabeto ¥ é o conjunto unério { 1 }, pode ser definida como segue:

Registrador X. O conteido do registrador X é armazenado em unério nas células pares da
fita de M. Assim, se 0 natural em X é x, entdo as X primeiras células pares da fita possuem o
simbolo 1;

Registrador Y. Analogamente ao registrador X, o registrador Y é armazenado na fita em uné-
rio, mas nas células impares iniciais (excetuando-se a primeira, reservada para o marcador de
infcio de fita @);

Rétulos de instrugdes. A cada rétulo r de instrugao de P corresponde um estado ¢, de M. Aos
rétulos inicial e finais correspondem os estados inicial e finais, respectivamente;

Programa. O programa P de Norma pode ser simulado por M como segue:

‘a Adi¢do. Uma instrugdo rotulada de P da seguinte forma:

r: faca ady va para s

pode ser simulada por um trecho da fungao programa de M resumido como segue:

a.1) No estado q,, move a cabega, pesquisando as células pares (caso K = X, ilustrado
na figura 6.3) ou impares (caso K = Y, ilustrado na figura 6.4), até encontrar o
primeiro branco, o qual é substituido pelo simbolo 1;

a.2) Reposiciona a cabega no inicio da fita e assume o estado q,;
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(8, B, D) (1,1,D)

Y

) (1.1, D) ,_®

(©,0,D)
8, 1, E)
Y
O (8. B, E)
.
(1,1,E)
(0,0, D)

Y

figura 6.3 Grafo da maquina de Turing: ady.
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\>(o,o,o)
(1,1, D) (B, B, D)
(1,1,D)
\J
Q(ﬁ‘1‘E) Q (O'O'D)
—( q > Qq -
(B. B. E)
(.1, 8

figura 6.4 Grafo da méquina de Turing: ady.
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‘b Subtragdo. Uma instrugao rotulada de P da seguinte forma:

r: faca suby va para s

pode ser simulada por um trecho da fungdo programa de M resumido como segue:

b.1) No estado q,, move a cabega, pesquisando as células pares (caso K = X, ilustrado
na figura 6.5) ou impares (caso K = Y, ilustrado na figura 6.6), até encontrar o
ultimo simbolo 1, o qual é substituido por branco. Caso a primeira célula pesqui-
sada ja contenha o simbolo branco, nada é substituido;

b.2) Reposiciona a cabega no inicio da fita e assume o estado q_;

LN v (1,1,D)
C\ — Q
Qr = O | Qqz
<> 8. B, D)

(1, 1, D)
(0,0,D)
(B, B, E)
(1,1,E) ﬁ?g
(ﬁ, ﬂ, E) t Ve

i K :

(©,0, D) Q (1,8, E) Q
= Qs |- Q4

figura 6.5 Grafo da méquina de Turing: suby.
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O

Qr
(0,0, D)
(8. B. D)
(1,1,D)
y v (1,1, D)
(1,1, D)
CIj/ - D) Qs
(. .D)
(8. B, E) (B, B, E)

Y (1,1, E) Y
O (1, 8, E) O (8, B. £) Q
9 - Qs

(8. B. E)
(0,0, D)

figura 6.6 Grafo da maquina de Turing: Suby,.

‘€| Teste. Uma instrugdo rotulada de P da seguinte forma:

T se zero, va_para v sendo vd_para f

pode ser simulada por um trecho da fung¢do programa de M resumido por:

¢.1) No estado q,, move a cabega, pesquisando a primeira célula par (caso K = X, ilustra-
do na figura 6.7) ou segunda célula impar (caso K = Y - lembre que a primeira célula
fmpar é reservada para o marcador de inicio de fita © - ilustrado na figura 6.8);
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c.2) Caso a célula pesquisada contenha o simbolo branco, reposiciona a cabeg¢a no
inicio da fita e assume o estado q,,; caso contrario, reposiciona a cabega no inicio
da fita e assume o estado .

N

(B. B, E)
Qr -
o

(0,0,D)

(1,1,E)

figura 6.7 Grafo da méquina de Turing: zeroy,.

\ (8. B. D)

Q (1‘ 1' D) C\ (B' B' E) Q
Qr - QI/ =1 qy

(©,8,D) (1,1, E) (8. B. E)
(1,1, E)

‘

B, B. EB)

(1,1,6)

figura 6.8 Grafo da méquina de Turing: zeroy,.

Codificagdo. O conteldo inicial do registrador X é codificado em unério nas células pares da
fita de M (ver item registrador X);

Decodificagdo. Decodifica da fita o valor final do registrador Y. A decodificagdo é o inverso do
especificado no item registrador X acima. ad
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6.2 -—» modificacdes sobre a maquina de Turing

Um refor¢co importante para considerar as maquinas universais introduzidas como 0s mais
gerais dispositivos de computacdo é o fato de serem equivalentes as diversas versdes modifi-
cadas do modelo béasico, as quais, supostamente, aumentam o poder computacional. Como
ilustragao, as seguintes modificagdes sao introduzidas:

® Maquina de Turing ndo deterministica;

B Maquina de Turing com fita infinita a esquerda e a direita;
B Maquina de Turing com multiplas fitas;

B Maquina de Turing com fitas multidimensionais;

B MAaquina de Turing com mdiltiplas cabegas de fita.

As modificagdes sobre a maquina de Turing podem ser generalizadas, com variagbes, para as
demais maquinas universais introduzidas.

6.2.1 maquina de Turing nao deterministica

A méquina de Turing nao deterministica é tal que, para 0 mesmo valor de entrada, pode exis-
tir mais de um valor de saida. Assim, para o mesmo estado corrente e simbolo lido, diversas
alternativas sao possiveis. Cada alternativa é percorrida de forma totalmente independente.
Isto significa que as alteracdes de contelido na fita realizadas em um caminho ndo modificam
o contelido da mesma nos demais caminhos alternativos.

A maquina, ao processar uma entrada, tem como resultado um conjunto de novos estados.
Ou seja, assume um conjunto de estados alternativos, como se houvesse uma multiplicagao
da unidade de controle, uma para cada alternativa, processando independentemente, sem
compartilhar recursos com as demais. Assim, 0 processamento de um caminho nao influi no
estado geral, nem no simbolo lido dos demais caminhos alternativos.

Para uma maquina de Turing M nao deterministica e para uma palavra w:

m w pertence a ACEITA(M), se existe pelo menos um caminho alternativo que aceita a
palavra;

m w pertence a REJEITA(M), se todas as alternativas rejeitam a entrada;

m w pertence a LOOP(M), se nenhum caminho aceita a palavra e pelo menos um fica em loop.
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6.2.2 maquina de Turing com fita infinita a esquerda e a direita

A modificagdo da defini¢do basica da méquina de Turing, permitindo que a fita seja infinita
dos dois lados, ndo aumenta o seu poder computacional. Na realidade, a fita infinita a es-
querda e a direita é facilmente simulavel por uma fita tradicional, como ilustrado na figura
6.9. Assim, as células pares representam a parte direita da fita, e as impares, a parte esquerda.
O simbolo @ é usado para controlar a fronteira entre as partes esquerda e direita.

sen a3 a, a1 a az as “nw

9 as a.q ar a; as a.3 meE

figura 6.9 Simulacdo de uma fita infinita dos dois lados.

6.2.3 maquina de Turing com multiplas fitas

A maquina de Turing com multiplas fitas possui k fitas infinitas a esquerda e a direita e k cor-
respondentes cabegas de fita. O processamento é realizado como segue:

B depende do estado corrente da maquina e do simbolo lido em cada uma das fitas;
B grava um novo simbolo em cada uma das fitas, move cada uma das cabegas independen-
temente para a esquerda ou para a direita, e a maquina assume um (Unico) novo estado.

Inicialmente, a palavra de entrada é armazenada na primeira fita, ficando as demais com valor
branco. A simulagdo da maquina de Turing com multiplas fitas é ilustrada na figura 6.10 para
o caso k = 3 (trés fitas/cabegas de fita). As trés fitas sdo simuladas em uma dnica fita, modi-
ficando os alfabetos de entrada e auxiliar. Assim, cada simbolo contido em uma célula é uma
6-upla, sendo trés componentes para representar as células de cada uma das trés fitas, e as
demais trés componentes reservadas para marcar a posi¢do corrente das cabegas de cada fita
(representadas na figura 6.10 pelo simbolo A).
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LR a.3 a.2 a.1 a4 a d3 LR

san | B | ba | b | b | 88 | b5 | ans

cabega 2
LR C3 C2 Cq C1 <2 C3 LR
cabeca 3
) a4 a.q ay a.p ajz a3 “ew
A LR

O b, b4 by b, b3 b.3 wew

A muw
O Cq C.1 < C.2 C3 C.3 nuw
A sam

figura 6.10 Simulagao de trés fitas infinitas dos dois lados.

6.2.4 outras modifica¢oes sobre a maquina de Turing

A seguir, sdo apresentadas, resumidamente, modificagdes adicionais que podem ser realiza-
das sobre o modelo basico da maquina de Turing, as quais ndo aumentam o seu poder com-
putacional. Ou seja, € possivel construir maquinas de Turing tradicionais que simulam cada
uma das modificagdes sugeridas.

a Maquina de Turing multidimensional. Neste modelo, a fita tradicional é substituida por
uma estrutura do tipo arranjo k-dimensional, infinita em todas as 2k diregbes;
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‘b Méquina de Turing com mdltiplas cabegas. A méquina de Turing com esta modificagdo
possui k cabegas de leitura e gravagao sobre uma Unica fita. Cada cabega possui movi-
mento independente. Assim, 0 processamento depende do estado corrente e do simbolo
lido em cada uma das cabecgas;

¢ Combinagdes. Combinagdes de algumas ou de todas as modificagdes apresentadas. A
combinacdo de algumas ou de todas as modificagdes ndo aumenta o poder computa-
cional da maquina de Turing. Por exemplo, uma maquina de Turing ndo deterministica
com multiplas fitas e multiplas cabegas pode ser simulada por uma Mdaquina de Turing
tradicional.

6.3 ~—+ hipétese de Church

Turing propds um modelo abstrato de computagdo, conhecido como maquina de Turing,
com o objetivo de explorar os limites da capacidade de expressar solugdes de problemas.
Trata-se, portanto, de uma proposta de definicdo formal da nogdo intuitiva de algoritmo.
Diversos outros trabalhos, como médquina de Post e fungées recursivas (introduzidos em
capitulo especifico), bem como trabalhos mais recentes, como méaquina Norma e autd-
mato com pilhas, resultaram em conceitos equivalentes ao de Turing. O fato de todos
esses trabalhos independentes gerarem o mesmo resultado em termos de capacidade de
expressar computabilidade é um forte refor¢o no que é conhecido como tese de Church
ou tese de Turing-Church:

“A capacidade de computacdo representada pela maquina de Turing € o limite méximo que
pode ser atingido por qualquer dispositivo de computacao”

Em outras palavras, a tese de Church afirma que qualquer outra forma de expressar algorit-
mos terd, no maximo, a mesma capacidade computacional da maquina de Turing. Como a
nogao de algoritmo ou fungdo computavel é intuitiva, a tese de Church ndo é demonstravel.
Entretanto, como ¢ assumida como verdadeira (ou seja, € assumida como hipétese) para toda
a ciéncia da computagado, também é conhecida como hipétese de Church ou hipétese de
Turing-Church.

6.4 ~—3 conclusdes

Neste capitulo, foi apresentada a tese de Church, a qual supde que o limite méximo do que
€ computdvel pode ser expresso como um algoritmo em uma maquina de Turing. Como a
nogao de algoritmo € intuitiva, a tese ndo é demonstravel, sendo aceita (suposta) como verda-
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deira. Corroboraram para isso algumas evidéncias externas e internas, como a verificacdo de
que as maquinas de Turing e Norma sao equivalentes e a constatacdo de que as modificagbes
sobre a maquina de Turing apresentadas nesse capitulo ndo ampliam a classe das fungdes
computadas.

Nos préximos capitulos, serdo vistos outros formalismos que também terdo no maximo o
mesmo poder computacional da maquina de Turing.

6.5 -—3 @xercicios

exercicio 6.1 Complete a prova do teorema 6.1 - Maquina de Turing s méquina Norma de
tal forma que a maquina Norma simule as condigdes ACEITA e REJEITA de parada da mé-
quina de Turing.

exercicio 6.2 No contexto do teorema 6.2 - Maquina Norma s méaquina de Turing, suponha
que a maquina Norma tenha trés registradores (X, Y e Z). Entdo:

a Como seriam representados esses registradores na fita da maquina de Turing?

b Dé afungao programa, na forma de grafo, que implemente as seguintes operagdes: ady,
suby, zeroy;

¢ Déafungao programa, na forma de grafo, que implemente as seguintes operagdes: ady,

suby, zeroy;

d Dé a fungdo programa, na forma de grafo, que implemente as seguintes operagdes: ad,,
sub,, zero,.

exercicio 6.3 No contexto do teorema 6.2 - Maquina Norma = maquina de Turing, suponha que
a maquina Norma tenha cinco registradores. Discuta como seriam representados os registradores
na fita e como seriam implementadas as operagées da maquina Norma na maquina de Turing.

exercicio 6.4 Considere a seguinte maquina de Turing (introduzida anteriormente), ilustrada
na figura 6.11:

Conc - ({ al ba # }l‘ { qu q‘l! qz: Q3- q4 }l nt qu { CI4 }J' g: ﬁl °)

No contexto do teorema 6.1 - Maquina de Turing s maquina Norma, qual o correspondente
programa (na forma de instrugdes rotuladas) na maquina Norma?
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\ (0,0,D)
o )] &0

(#, #,D)
B, B. E)
Y
(#, 8. D)
(a, B, E) (b, B. E)

(b, a, E)

(a2, E) U | " :l (b, b, E)
(a, b, E)

(#,a,E) (#,b, E)

.‘

figura 6.11 Grafo da maquina de Turing - concatenacao.

exercicio 6.5 No contexto do teorema 6.1 - Maquina de Turing = maquina Norma, marque
a alternativa errada:

‘a A fita é simulada por um arranjo unidimensional em X, sendo que cada célula da fita
corresponde a uma posi¢ao do arranjo;
‘b O simbolo de cada célula é codificado como um nGmero natural: cada simbolo a; do
 alfabeto £ = { a4, ay,..., @, }, ¢ codificado como o natural i; e os simbolos especiais de
inicio de fita e branco sdo codificados como n+1 e zero, respectivamente;
€ Para cada estado de um programa em Turing h4 uma correspondente instrugao rotulada,

sendo que ao estado inicial g é associado ao rétulo 2°*7 de P e o estado final g é as-
sociado o rétulo final 2f*1 de P;
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d 1 A cabega da fita é simulada pelo registrador C, que contém a posic¢ao corrente do arranjo
X e é inicializado com o valor 1;

‘@ O estado corrente da maquina de Turing é simulado pelo registrador Q, o qual assume os
valores em { 27, 22,..., 2"*1}, correspondendo aos estados { Qos 9q:---» Ay }. respecti-
vamente.

exercicio 6.6 No contexto do teorema 6.2 - Mdquina Norma s maquina de Turing, marque
a alternativa correta:

‘@ Cada rétulo é representado por um estado na maquina de Turing;

b Se o registrador X contém o valor X, entdo seu conteido é armazenado nas X primeiras
células pares da fita e, se o registrador Y contém o valor y, entdo seu contetdo é arma-
zenado nas y primeiras células Impares da fita;

€  Os alfabetos de entrada e auxiliar juntos precisam ter, no minimo, dois simbolos para
poder simular a maquina Norma;

‘d| A fungdo de transigao precisa ser total;

:ej A instrugdo ad pode ser simulada procurando-se a primeira célula em branco e substi-
tuindo-a pelo simbolo 1.

exercicio 6.7 No contexto do teorema 6.1 - Maquina de Turing s méquina Norma e do teo-
rema 6.2 - Maquina Norma s maquina de Turing, marque a alternativa correta:

‘@ | Na maquina Norma néo existe meio de prever todas as condi¢des de ACEITA e de REJEITA
da maquina de Turing;

‘b | Améquina de Turing simula os estados da maquina Norma por meio de uma fila recursiva;

4 Pode-se representar a fita da méaquina de Turing na maquina Norma por um arranjo
unidimensional no registrador X, onde cada célula da fita corresponde a uma posigao do
arranjo em X;

‘d | Nao sdo necessarias fungdes de codificagio e de decodificagdo para os conjuntos de en-
trada e de salda nos formalismos em questao.

_—e_: E impossivel a simulagdo da maquina Norma por uma méquina de Turing com fita infinita
para os dois lados, uma vez que parte da fita ficara vazia e se terd perda de informacao.

exercicio 6.8 A tese de Church afirma que (marque a alternativa correta):

i Qualquer programa pode ser representado na forma de fluxograma;
‘b | Qualquer maquina abstrata é uma méaquina universal;

4 A codificagdo de conjuntos estruturados é o modo mais eficiente de representar uma
maquina universal;

'd | Qualquer fungio computavel pode ser processada por uma méquina de Turing;
_'e | Todo programa iterativo pode ser representado por meio de um programa monolitico.
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exercicio 6.9 A tese de Church ndo pode ser demonstrada porque (marque a alternativa

correta):

'a O conceito de fungdo computavel ndo é matematicamente preciso;
'3‘ O ndo determinismo ndo aumenta o poder computacional da maquina de Turing;
i € Atualmente, ndo hd poder computacional que execute o algoritmo proposto pela tese de

Church;

id Para qualquer sistema de computagao, o tempo necessario para simular a tese de Church
€ maior do que o tempo de existéncia do sistema solar;

? Uma fungdo computavel ndao tem equivaléncia na maquina de Turing.

exercicio 6.10 Sobre a tese de Church, analise as seguintes afirmagdes:

I A capacidade de computacado representada pela maquina de Turing é o limite
maximo do que pode ser atingido por qualquer dispositivo de computagao;

II.  Qualquer outra forma de expressar algoritmos terd, no maximo, a mesma capaci-
dade computacional da maquina de Turing;

lIl.  Como a nogdo de algoritmo € intuitiva, a tese de Church nao é demonstravel.

Marque a alternativa correta:

‘@ Apenas | esté correta;
‘b Apenas Il esté correta;
‘€ Apenas | e lll estdo corretas;
d Apenas Il e lll estdo corretas;
‘@ 1,1l elll estdo corretas.

Termos-chaves
classe das fungbes computadas, p. 157

equivaléncia entre maquinas, p. 159
fungao computavel, p. 158
hipétese de Church, p. 159, p. 175

maquina de Turing ndo deterministica, p. 172
maquina universal, p. 158
tese de Church, p. 158, p. 175
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outros modelos de
magquinas universais |

S3o apresentados outros modelos de maquinas universais
equivalentes @ maquina de Turing: maquina de Post (diagrama

de fluxos e uma variavel do tipo fila), maquina com pilhas
(diagrama de fluxos e varidveis do tipo pilha) e autdmato com
pilhas (diagrama de estados e varidveis do tipo pilha).

Também versoes nao deterministicas sao estudadas.

Uma interessante conclus3do diz respeito a estrutura de

dados das mdaquinas universais: uma fita (Turing), uma fila (Post) e
duas pilhas (maquina e autdmato com pilhas) sao suficientes.
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I

A

Neste capitulo, é verificado que os seguintes formalismos sdao equivalentes 8 maquina de
Turing (note o tipo de estrutura de dados de cada modelo):

fa } Maquina de Post. Baseada na estrutura de dados do tipo fila (o primeiro dado armazena-

doéo primeiro a ser recuperado);

‘b | Méquinas com pilhas. Baseada na estrutura de dados do tipo pilha (o Gltimo dado arma-
zenado é o primeiro a ser recuperado), onde sdo necessdrias pelo menos duas pilhas para
simular o mesmo poder computacional de uma fita ou fila. Trata-se de uma familia de
maquinas com poder computacional variado. Para alguns casos da familia, o ndo deter-
minismo aumenta o poder computacional;

€ | Autémato com duas pilhas. Analogamente, é baseada na estrutura de dados do tipo
pilha, com exatamente duas pilhas, com programas expressos na forma de grafos, po-
dendo ser deterministico ou nao deterministico.

Um resultado importante que pode ser estabelecido a partir das equivaléncias destas maqui-
nas universais, bem como da méaquina Norma é que, referente as estruturas de dados:

m infinitos registradores (Norma), fita infinita (maquina de Turing) e fila (maquina de Post)
sao estruturas que podem simular umas as outras;

B s3o necessarias pelo menos duas pilhas (maquina com duas pilhas) para simular as demais
estruturas de dados.

As equivaléncias estudadas neste capitulo séo mais algumas evidéncias de que se tratam, de
fato, de maquinas universais.
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Z:1 ~—3 maquina de Post

Assim como Turing, Emil Leon Post propds, também em 1936, um modelo de maquina uni-
versal denominado mdquina de Post. A principal caracteristica da maquina de Post é que ela
usa uma estrutura de dados do tipo fila para entrada, saida e memoéria de trabalho. Estrutu-
ralmente, a principal caracteristica de uma fila é que o primeiro valor gravado é também o
primeiro a ser lido (uma leitura exclui o dado lido), como ilustrado na figura 7.1. Sugere-se
como exercicio uma comparagao das estruturas fita e fila.

leitura gravagao
de de
dados dados

dados armazenados

. / s f
inicio \ im
da g \\x‘ da
fila — T fila

figura 7.1 Estrutura do tipo fila.



184 - Teoria da Computacdo: Maquinas Universais e Computabilidade

Uma méaquina de Post consiste, basicamente, de duas partes:

? Variavel X. Trata-se de uma varidvel do tipo fila que é utilizada como entrada, saida e
memédria de trabalho.

L Programa. E uma sequéncia finita de instrugdes, representada como um diagrama de
fluxos (espécie de fluxograma), onde cada vértice é uma instrugdo. As instrugdes podem
ser de quatro tipos:
partida
parada
desvio
atribuicao

A varidvel X ndo possui tamanho nem limite fixos. Seu comprimento é igual ao comprimento

da palavra corrente armazenada. Os simbolos podem pertencer ao alfabeto de entrada ou a

{ # }, Unico simbolo auxiliar. Inicialmente, o valor de X é a palavra de entrada. Caso X nado

contenha simbolos, a entrada é vazia, representada por ¢.

definicdo 7.1 - Méquina de Post
Uma mdéquina de Post é uma tripla:

M= (Z,D,#
onde:

) alfabeto de simbolos de entrada;

D programa ou diagrama de fluxos construido a partir de componentes elementares
denominados partida, parada, desvio e atribuicao;

# simbolo auxiliar.

As componentes elementares de um diagrama de fluxos sao como segue:

a Partida. Existe somente uma instru¢do de inicio (partida) em um programa, a qual é
representada como ilustrado na figura 7.2 (esquerda);

b' Parada. Existem duas alternativas de instrugbes de parada em um programa, uma de
aceitagao (aceita) e outra de rejeigdo (rejeita), representadas como ilustrado na figura

7.2 (direita);

(,,Ta Y (o) (o)

figura 7.2 Partida (esquerda) e parada (direita) em um diagrama de fluxos.
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€ Desvio ou teste. Determina o fluxo do programa de acordo com o simbolo mais a es-
querda da palavra armazenada na varidvel X (inicio da fila). Também deve ser prevista a
possibilidade de X conter a palavra vazia. Portanto, é um desvio condicional, e trata-se
de uma fungdo total, ou seja, definida para todos os valores do dominio. Assim, se o
cardinal de Z é n, entdo existem n+2 arestas de desvios condicionais, pois se deve incluir
as possibilidades # e €, como ilustrado na figura 7.3, onde X <« ler(X) denota uma leitura
destrutiva ou seja, que |é o simbolo mais a esquerda da palavra, retirando da mesma o

(x«—lef(X))
T

figura 7.3 Desvio em um diagrama de fluxos.

i Atribuicdo. Concatena o simbolo indicado (pertencente a £ U { # }) a direita da palavra
armazenada na varidvel X (fim da fila). A operagdo de atribuicdo é representada como
ilustrado na figura 7.4, supondoques € Z U { # }. Q

:

X « Xs

:

figura 7.4 Atribuicdo em um diagrama de fluxos.

Em um diagrama de fluxos, existe somente uma instrucao de partida, mas podem existir di-
versas (zero ou mais) instrugdes de parada, tanto de aceitagdo como de rejeicdo. Uma palavra
de entrada é aceita ou rejeitada se a computacgdo, iniciada com a varidvel X, contendo a en-
trada, atingir uma instrugdo aceita ou rejeita, respectivamente. Note-se que é perfeitamente
possivel uma maquina de Post ficar em loop infinito (sugere-se, como exercicio, exemplificar
um loop infinito).

Em um desvio, se X contém a palavra vazia g, entdo segue o fluxo correspondente. Caso
contrério, |1& o simbolo mais a esquerda da palavra em X e o remove apéds a decisdo de qual
aresta do fluxo indica a préxima instrugao.
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exemplo 7.1 - Méquina de Post — duplo balanceamento
Considere a seguinte linguagem introduzida anteriormente:

Duplo_Bal = {a"b" | nz20}
A maquina de Post:
Post Duplo Bal=({a,b}, D, #)
onde D é como ilustrado na figura 7.5, é tal que:

ACEITA(Post_Duplo_Bal) = Duplo_Bal
REJEITA(Post_Duplo_Bal) = Z* - Duplo_Bal

e, portanto, LOOP(Post_Duplo_Bal) = &
C partida )

X ¢ X#

'

CX(— Ier()())-l

a l ' b, & #
-(X « ler(X) ) ( rejeita ) ( aceita )
a b #, ¢
Y Y
X ¢ Xa ( rejeita )

X « Xb X  X# ( rejeita )

figura 7.5 Diagrama de fluxo da maquina de Post — duplo balanceamento.
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O algoritmo [é e remove o primeiro simbolo a. Apés, realiza uma varredura circular em busca
do correspondente b. Essa varredura é realizada por meio de sucessivas leituras (e remogdes),
armazenando-se o simbolo lido a direita de X. Ao encontrar o b, este é removido, e uma
nova varredura circular é realizada até o fim da palavra de entrada (identificado pelo simbolo
auxiliar #, atribuido a X no inicio do processamento). Esse ciclo é repetido até restar a palavra
vazia ou ocorrer alguma condigao de rejeicdo. Compare este algoritmo com o algoritmo cor-
respondente para a maquina de Turing. a

exemplo 7.2 - Maquina de Post —~ duplo balanceamento em qualquer ordem
Considere a seguinte linguagem introduzida anteriormente:

Duplo_Bal 2 = {w |w=a"b"ouw=b"a",nz0}
A maquina de Post:
Post Duplo Bal 2 =({a,b}, D, #)
onde D é como ilustrado na figura 7.6, é tal que:

ACEITA(Post_Duplo_Bal_2) = Duplo_Bal_2
REJEITA(Post_Duplo_Bal_2) = =* - Duplo_Bal_2

e, portanto, LOOP(Post_Duplo_Bal_2) = @

Este programa pode ser facilmente adaptado para reconhecer a linguagem “mesmo nimero
de simbolos a’s e de b’s”, o0 que se sugere como exercicio. Q

X e X#

'

X « ler(X) | 4———

>y ve v
»m > (xler) (reeita ) ( aceita )
b‘ a ‘#,s a‘ b ‘#,s

\ \

(X ler(X)) —ﬁ@
a+ '# *b.: b+ *# *a,c

] M- X  X# (re‘,eita) | XeXb X  X# (rejeita)
L |

figura 7.6 Diagrama de fluxo da maquina de Post — a"b" ou b"a".
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A seguir, é enunciado o teorema que prova que a maquina de Post é equivalente a8 maquina
de Turing, reforgando a evidéncia de que sdo mdaquinas universais. A prova é omitida e, resu-
midamente, é como segue:

‘a | Méquina de Turing < méquina de Post.

B A estrutura de fita da maquina de Turing é simulada pela méquina de Post, usando a
varidvel X, onde a posigao corrente da cabega corresponde a primeira posigdo em X.
Por exemplo, a fita ilustrada na figura 7.7 é simulada pela varidvel X com o seguinte

contetdo:
X = az;a,...a,#a,a,

B o movimento para a esquerda da cabega da fita exige a execugdo de tantas instrugdes
desvio e instrugdes atribuicao quantos forem os simbolos da palavra corrente;
® o movimento para a direita da cabega da fita exige a execugao de uma instrugdo
desvio (leitura com teste), consumindo um simbolo varidvel X (no inicio da fila) e a
correspondente atribui¢ao (no fim da fila);
B a simulagdo dos estados é como segue:
estado inicial é simulado pela instrugdo partida, seguido pela execugdo de um
desvio;
estados finais sdo simulados pela instrugao aceita;
demais estados sdo simulados por instrugdes desvio (leitura com teste);
B as condigdes de rejeicdo (fungdo programa indefinida ou movimento invélido) séo
simuladas pela instrugdo rejeita;

© | @ | a | a3 | ag | =ses| @ | B | wee

2%

controle

figura 7.7 Fita e posicdo da cabega da fita.

‘b | Méquina de Post s miquina de Turing.
®m A varidvel X da maquina de Post é simulada na maquina de Turing usando a estrutura
de fita, onde a primeira posicao da fila corresponde a posi¢do corrente da cabega da
fita. Por exemplo, a fita e a cabega da fita, como ilustrado na figura 7.8, corresponde a:

X=a;a,a3..a,#a,,q.a,

B o desvio realiza a leitura com remogado do simbolo mais a esquerda da varidvel X, o
que pode ser simulado pela substituicdo do contelddo da correspondente célula de fita
pelo simbolo branco, resultando em simbolos brancos entre o marcador de inicio de
fita e primeiro simbolo ndo branco (no caso de inconveniéncia desses brancos, pode-
-se realizar um deslocamento do contedo para a esquerda);

B a atribuicdo de um simbolo s (a direita do conteldo da varidvel X), pode ser simulada
movendo a cabega para a direita até o primeiro simbolo branco, substituindo-o pelo
simbolo s e, retornando para a posigdo correspondente ao primeiro simbolo da fila;
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B ainstrucdo partida pode ser simulada usando o estado inicial;

B uma instrugdo aceita pode ser simulada usando um estado final;

B uma instrugdo rejeita pode ser simulada usando uma condigdo excepcional de parada
(como um movimento invalido).

O dy ar as (R Y am # Am 1 "nn an B (R ]

A\

controle

figura 7.8 Simulagdo da fila pela fita.

teorema 7.2 - Equivaléncia entre maquina de Turing e méquina de Post

O formalismo maquina de Turing pode ser simulado pelo formalismo maquina de Post e vice-
-versa. Logo, sdo equivalentes. Q

7.2 ~—* maquina com pilhas

A mdquina com pilhas diferencia-se das maquinas de Turing e de Post principalmente pelo
fato de possuir a meméria de entrada separada das memdrias de trabalho e de saida. Essas
estruturas auxiliares sao do tipo pilha, e cada maquina possui zero ou mais pilhas.

Um resultado importante que sera detalhado adiante é o fato de que a classe das maquinas com
duas pilhas possui 0 mesmo poder computacional que a classe das maquinas de Turing. Assim,
o uso de mais de duas pilhas nao aumenta o poder das maquinas com pilhas. Entretanto, com
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somente uma pilha, o poder computacional é reduzido significativamente. Veja a figura 7.20,
onde é feita uma comparacao do poder computacional dos diversos formalismos.

As seguintes conclusdes podem ser estabelecidas sobre o nimero de pilhas e o poder compu-
tacional das maquinas com pilhas:

a Maquina finita. Uma maquina finita, que corresponde a uma maquina sem pilhas, pos-
sui um poder computacional relativamente restrito, pois ndo tem memoria auxiliar para
armazenar informagdes de trabalho. Por exemplo, ndo existe maquina finita capaz de re-
conhecer um duplo balanceamento como em { a"b" | n 2 0 }. Entretanto, é uma classe
de maquinas de fundamental importancia no estudo das linguagens formais, como em
editores de textos e analisadores léxicos;

‘b | Méquina com uma pilha. A classe das maquinas com uma pilha, embora mais poderosa
que a classe das maquinas finitas, ainda possui uma capacidade computacional restrita.
Por exemplo, ndo existe maquina com uma pilha capaz de reconhecer um triplo balan-
ceamento como em { a"b"c" | n = 0 } (procure intuir por que nao existe tal maquina).
Entretanto, também é uma classe de méaquinas de fundamental importdncia no estudo
das linguagens formais, como em compiladores de linguagens tipo Pascal;

c Maéaquina com duas pilhas. Conforme serd comentado adiante, o formalismo méaquina
com duas pilhas possui © mesmo poder computacional que os formalismos maquina de
Turing e maquina de Post;

Q Maéaquina com mais de duas pilhas. A classe das maquinas com mais de duas pilhas possui
o mesmo poder computacional que a classe das maquinas com duas pilhas. Ou seja, para
qualquer maquina com mais de duas pilhas, é possivel construir uma equivalente com,
no maximo, duas pilhas que realiza 0 mesmo processamento.

Pilhas constituem um tipo de estrutura de dados usado em ciéncia da computagao ha algum
tempo. Entretanto, somente na década de 1960, o modelo maquina com pilhas foi formali-
zado e devidamente estudado.

Uma maquina com pilhas consiste, basicamente, de trés partes:

‘@ | Variével X. Trata-se de uma variével de entrada, similar & da maquina de Post, mas usada
somente para entrada;
‘b | Varidveis Y;. Trata-se de varidveis do tipo pilha, e sdo utilizadas como meméria de trabalho;

€ | Programa. E uma sequéncia finita de instrugdes e é representado como um diagrama de
 fluxos (espécie de fluxograma), onde cada vértice é uma instrucdo. As instrucdes podem

ser de cinco tipos:

partida

parada

desvio

desempilha

empilha

A varidvel X ndo possui tamanho nem limite fixos, os simbolos pertencem ao alfabeto de
entrada. Inicialmente, o valor de X é a palavra de entrada e seu comprimento é igual ao com-



Capitulo 7~ Outros Modelos de Maquinas Universais 191

primento da palavra corrente armazenada. Caso X ndo contenha simbolos, a entrada é vazia,
representada por €.

As varidveis Y;, em nimero varidvel, mas finito, também ndo possuem tamanho nem limite fi-
x0s, e os simbolos pertencem ao alfabeto de entrada (ndo existem simbolos auxiliares). Inicial-
mente, o valor de cada pilha Y; € a palavra vazia, e seu comprimento € igual ao comprimento
da palavra corrente armazenada.

3 importante observar que, embora os modelos maquina de Post e maquina com pilhas pos-
suam alguma semelhanga, existe uma grande diferenga na forma de manipular seus dados.
Na maquina de Post, em uma fila, pode-se ler (e remover) simbolos em uma extremidade e
armazenar na outra. Assim, os dados “circulam”. Em uma maquina com pilhas, o armazena-
mento e a leitura (e remogao) sd@o sempre na mesma extremidade.

definicdo 7.3 - Maquina com pilhas
Uma méaquina com pilhas é uma dupla:

M= (Z, D)
onde:

z alfabeto de simbolos de entrada;
D programa ou diagrama de fluxos construido a partir de componentes elementares
denominados partida, parada, desvio, empilha e desempilha.

As componentes elementares de um diagrama de fluxos sdo como segue:

‘@ Partida. Existe somente uma instrugdo de infcio (partida) em um programa, a qual é
representada como ilustrado na figura 7.9 (esquerda);

‘b | Parada. Existem duas alternativas de instrugdes de parada em um programa, uma de
aceitagdo (aceita) e outra de rejeicdo (rejeita), representadas como ilustrado na figura

7.9 (direita);
l ;

D DG

figura 7.9 Partida (esquerda) e parada (direita) em um diagrama de fluxos.

€ Desvio (ou teste) e desempilha. Determina o fluxo do programa de acordo com o simbolo
" mais 3 esquerda da palavra armazenada na varidvel X (desvio) ou no topo da pilha Y;
(desempilha). Também deve ser prevista a possibilidade de a varidvel conter a palavra
vazia. Portanto, é um desvio condicional, e trata-se de uma funcgao total, ou seja, definida
para todos os valores do dominio. Assim, se o cardinal de Z é n, entao existem n+1 ares-

tas de desvios condicionais, pois se deve incluir a possibilidade €, como ilustrado na figura
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7.10, onde X « ler(X) ou Y « ler(Y;) denotam uma leitura destrutiva, ou seja, que Ié o
simbolo mais a esquerda de X ou do topo de Y, retirando da estrutura o simbolo lido.

CXe—IerO()) (Yimerm))
W e T TE e

figura 7.10 Desvio (esquerda) e desempilha (direita) em um diagrama de fluxos.

E Empilha. Empilha um simbolo (pertencente a £) no topo da pilha indicada, ou seja, con-
catena o simbolo na extremidade da palavra armazenada na variavel Y;. A operagao
empilha é representada como ilustrado na figura 7.11, supondo que s € Z. Q

:

Yi . e SYi

l

figura 7.11 Empilha em um diagrama de fluxos.

Analogamente a maquina de Post, em uma maquina com pilhas tem-se que:

B em um diagrama de fluxos, existe somente uma instrugdo de partida, mas podem existir
diversas (zero ou mais) instrugdes de parada, tanto de aceitagdo como de rejeicao;

B uma palavra de entrada é aceita ou rejeitada se a computagao, iniciada com a variavel X,
contendo a entrada, atingir uma instrugao aceita ou rejeita, respectivamente;

m ¢ perfeitamente possivel uma maquina com pilhas ficar em loop infinito (sugere-se, como
exercicio, exemplificar um loop infinito);

B em um desvio (respectivamente, desempilha), se X (respectivamente, Y;) contém a pa-
lavra vazia ¢, entdo segue o fluxo correspondente; caso contrério, & o simbolo mais a
esquerda de X (respectivamente, no topo de Y;) e o remove apés a decisdo de qual aresta
do fluxo indica a préxima instrugao.

exemplo 7.3 - Maquina com pilhas — duplo balanceamento
Considere a seguinte linguagem introduzida anteriormente:
Duplo_Bal = {a"b" | n20}
A maquina com pilhas:
Pilhas _Duplo Bal = ({a, b}, D)
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onde D é como ilustrado na figura 7.12, é tal que:

ACEITA(Pilhas_Duplo_Bal) = Duplo_Bal
REJEITA(Pilhas_Duplo_Bal) = Z* - Duplo_Bal

e, portanto, LOOP(Pilhas_Duplo_Bal) = @

( partida )
(X(—Ier()())Lo Y « aY

( aceia )

figura 7.12 Diagrama de fluxo da maquina com pilhas — duplo balanceamento.

O algoritmo & o prefixo de simbolos a e empilha na Gnica pilha utilizada Y. Em seguida, para
cada simbolo b em X deve existir um correspondente a em Y. Compare este algoritmo com o
apresentado no exemplo 7.1 - Maquina de Post — duplo balanceamento. Q

exemplo 7.4 - Maquina com pilhas — triplo balanceamento
Considere a seguinte linguagem introduzida anteriormente:

Triplo_Bal = {a"b"c" | n20}
A maquina com pilhas:
Pilhas_Triplo_Bal = ({ a, b, c }, D)
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onde D é como ilustrado na figura 7.13, é tal que:

ACEITA(Pilhas_Triplo_Bal) = Triplo_Bal

REJEITA(Pilhas_Triplo_Bal) = Z* - Triplo_Bal

e, portanto, LOOP(Pilhas_Triplo_Bal) = @

T«

..l
a C .
Y, « aY, ¢—(X « Ier()())—-b( rejeita )

£

Y

( rejeita )&(‘ﬁ «— lerM))
le

( aceita )

rejeita

_..ib
(Y1 <« Ier(YDM—(
la
Yz | sz

rejeita

l
L("Tf" =

61 &= |€I’(Y|Da'_b'c’(
£

rejeita

— -

rejeita

Y
(Yz L ol Ierﬁz))mb(
b

rejeita

:
.

rejeita

v N, NS N N

D
(o)

figura 7.13 Diagrama de fluxo da maquina com pilhas — triplo balanceamento.
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Note-se que foram usadas duas pilhas. O algoritmo & o prefixo de simbolos a e empilha em
Y,. Em seguida, para cada simbolo b em X deve existir um correspondente a em Y. Adicio-
nalmente, empilha a subpalavra de simbolos b em Y. Por fim, para cada ¢ em X, deve existir
um correspondente b em Y. Q

exemplo 7.5 - Maquina finita — prefixo
Considere a seguinte linguagem:

Prefixo_aaa = {w | wE { a, b }* e w possui a subpalavra aaa como prefixo }
Por exemplo, aaabab, aaaaaaab e aaa sdo palavras de Prefixo_aaa. A maquina finita:
Finita_Prefixo aaa = ({a, b }, D)
onde D é como ilustrado na figura 7.14, é tal que:

ACEITA(Finita_Prefixo_aaa ) = Prefixo_aaa
REJEITA(Finita_Prefixo_aaa ) = Z* - Prefixo_aaa

e, portanto, LOOP(Finita_Prefixo_aaa ) = &

=
R
( xje;m)ﬁ.( rejeita )
(xil.e;m)ﬁ.( )
e

( acita )

figura 7.14 Diagrama de fluxo da méquina finita - prefixo.

Note-se que ndo foram usadas pilhas. O algoritmo |é o prefixo aaa executando trés leituras.
Em seguida, qualquer sufixo é aceito. Q
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7.3 ~— autdmato com pilhas

O autémato com pilhas ou autémato com duas pilhas é uma maquina universal similar 8 ma-
quina com duas pilhas. Uma importante diferenca é que o programa é especificado usando
as nogdes de estados e de transigdes (de forma andloga @ maquina de Turing), e ndo como
um diagrama de fluxos.

Diagramas de fluxos sao Uteis no desenvolvimento de algoritmos e na visualizagao da sua
estruturagdo e computagdo. Ja o autdmato com estados €, em geral, mais indicado para estu-
dos teérico-formais, pois facilita provas e estudos de facilidades especiais, por exemplo, o ndo
determinismo. Adicionalmente, simuladores de modelos baseados em estados sdo, em geral,
mais faceis de serem implementados.

A abordagem que segue é muito usada no estudo das linguagens formais e autémato. Um
autdmato com pilhas é composto, basicamente, por quatro partes, como segue:

a Fita. Dispositivo de entrada que contém a informacgdo a ser processada;
b Pilhas. Memérias auxiliares que podem ser usadas livremente para leitura e gravagao;
€ | Unidade de controle. Reflete o estado corrente da maquina. Possui uma cabega de fita e
~ uma cabeca para cada pilha;
d | Programa ou fungdo de transicdo. Comanda a leitura da fita, a leitura e gravagdo das
pilhas e define o estado da maquina.

As pilhas sao dividida em células, armazenando, em cada uma, um simbolo do alfabeto au-
xiliar (pode ser igual ao alfabeto de entrada). Lembre-se de que, em uma estrutura do tipo
pilha, a leitura e a grava¢ao sdo sempre na mesma extremidade (topo). Uma pilha ndo possui
tamanho fixo e nem méaximo, seu tamanho corrente é igual ao tamanho da palavra armaze-
nada e seu valor inicial é vazio.

A unidade de controle possui um nimero finito e predefinido de estados. Possui também uma
cabeca de fita e uma cabega para cada pilha, como segue:

a Cabega da fita. Unidade de leitura que acessa uma célula da fita de cada vez e movimen-
~ ta-se exclusivamente para a direita. £ possivel testar se a entrada foi completamente lida;
b Cabeca da pilha. Unidade de leitura e gravacdo para cada pilha que se move para cima ao
gravar e para baixo ao ler um simbolo. Acessa um simbolo de cada vez, estando sempre
posicionada no topo. A leitura exclui o simbolo lido (leitura destrutiva). E possivel testar

se a pilha esta vazia.

O programa € uma fungao parcial que, dependendo do estado corrente, do simbolo lido da
fita e do simbolo lido de cada pilha, determina o novo estado e o simbolo a ser gravado em
cada pilha.
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definicdo 7.4 - Autdmato com pilhas
Um autédmato com pilhas ou autdmato com duas pilhas M é uma 6-upla:

M = (z: Q: n: qu Fl V)
onde:

z alfabeto de simbolos de entrada;
Q conjunto de estados possiveis do autdmato, o qual é finito;
Il fungdo programa ou fungao de transigao:

MLQAXCEU{e,? )X (VU{e,?) x(VU{e,?2})—=Qx(VU{e}) x(VU{e})
a qual é uma fungao parcial;

Qo estado inicial do autdmato tal que qg € elemento de Q;
F conjunto de estados finais tal que F estd contido em Q;
Vv alfabeto auxiliar. Q

As seguintes caracteristicas da fungdo programa devem ser consideradas:

® a fungdo programa pode nao ser total, ou seja, pode ser indefinida para alguns argumen-
tos do conjunto de partida; a omissao do parametro de leitura, representada por “7”,
indica o teste da correspondente pilha vazia ou toda palavra de entrada lida;

B o simbolo & na leitura da fita ou de alguma pilha indica que o autémato ndo Ié nem move
a cabega;

B o simbolo € na gravagdo indica que nenhuma gravagao é realizada na pilha (e ndo move
a cabega).

Resumidamente, a fungdo programa considera:

B estado corrente;
B simbolo lido da fita (pode ser omitido) ou teste se toda a palavra de entrada foi lida;
® simbolo lido de cada pilha (pode ser omitido) ou teste de pilha vazia;

para determinar:

B novo estado;
B simbolo gravado em cada pilha (pode ser omitido).

Por exemplo, II(p, ?, a, €) = (q, &, b) indica que:

se: entao:

B no estado p B assume o estado g

B a entrada foi completamente lida (na fita) W ndo grava na pilha 1

B o topo da pilha 1 contém o simbolo a B grava o simbolo b no topo da pilha 2

® nao |é da pilha 2
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De forma analoga a8 maquina de Turing, a fungdo programa de um autémato com pilhas pode
ser representada como um grafo direto, como na figura 7.15.

simbolo lido da fita

O (x, a;, by, a3, by) @
p e

estado anterior novo estado
\j Y
simbolo lido da pilha 1 simbolo gravado na pilha 2
L |
simbolo gravado na pilha 1 simbolo lido da pilha 2

figura 7.15 Representagdo da fungdo programa como um grafo.

O processamento de um autdmato com pilhas, para uma palavra de entrada w, consiste
na sucessiva aplicagdo da fungdo programa para cada simbolo de w (da esquerda para a
direita) até ocorrer uma condi¢do de parada. Entretanto, é possivel que um autdmato com
pilhas nunca atinja uma condi¢do de parada. Nesse caso, fica processando indefinidamente
(ciclo ou loop infinito). Um exemplo simples de ciclo infinito € um programa que empilha e
desempilha um mesmo simbolo indefinidamente, sem ler da fita. As condig¢bes de parada sdo
as seguintes:

a Estado final. O autdmato assume um estado final: 0 autdmato para e a palavra de entra-
da é aceita;

b' Fungdo indefinida. A fungdo programa é indefinida para o argumento: o autdbmato para
e a palavra de entrada € rejeitada.

exemplo 7.6 — Autdmato com pilhas — duplo balanceamento
Considere a seguinte linguagem introduzida anteriormente:

Duplo_Bal = {a"b" | n20}
O autdmato com pilhas
AZP_DUP'O_B&' = ({ a,b }t { Qo- 91- G¢ }r I1, Yo- { q¢ }, U { B })
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onde IT é como abaixo, é tal que ACEITA(A2P_Duplo_Bal) = Duplo_Bal:

I(qy, a, €, €) = (qy, B, €)
(qq. b, B, €) = (q,, ¢, €)
I (qg 2. 2, €) = (g4 &, €)
I'I(Ch. b,B,¢) = (q1: €, €)
(g, 2, 2, €) = (q4 &, €)

O autémato com pilhas pode ser representado pelo grafo ilustrado na figura 7.16. No estado
0o, para cada simbolo a lido da fita, € armazenado um simbolo B na pilha 1. No estado q,, é
realizado um batimento, verificando se, para cada simbolo b da fita, existe um corresponden-
te B na pilha 1. O algoritmo somente aceita se, ao terminar de ler toda a palavra de entrada, a
pilha 1 estiver vazia. Observe que o conjunto LOOP(A2P_Duplo_Bal) é vazio. Compare com
o exemplo 7.3 - Maquina com pilhas - duplo balanceamento. Q

\

(a, e, B, ¢, ¢ I:GD LA o a :' (b, B, g, ¢, €)

(?,?.¢,¢,¢) (2,2, ¢, ¢ €

ﬁ_

figura 7.16 Grafo do autdmato com pilhas - duplo balanceamento.

Note-se que 0 algoritmo do exemplo acima nao usa a pilha 2. Entretanto, no caso de um
triplo balanceamento, é necessario o uso das duas pilhas, como ilustrado no exemplo que

segue.

exemplo 7.7 — Autdmato com pilhas — triplo balanceamento
Considere a seguinte linguagem introduzida anteriormente:

Triplo_Bal = {a"b"c" | n20}
O autdmato com pilhas
A2P_Triplo Bal = ({a,b,c}, {9y 91, 95,9 1. IL . {9}, ZU{ B, C})
ilustrado na figura 7.17, é tal que ACEITA(A2P_Triplo_Bal) = Triplo_Bal.
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(a, e, B, ¢, € (b, B, e ¢ O .66t
c. 7.8, C, 8)
(?,2,¢,7,¢) (2,7,¢,2,¢)

P*

figura 7.17 Grafo do autdémato com pilhas - triplo balanceamento.

No estado g, para cada simbolo a lido da fita, é armazenado um simbolo B na pilha 1. No
estado q,, é realizado um batimento, verificando se, para cada simbolo b da fita, existe um
correspondente B na pilha 1, bem como é armazenado na pilha 2 um simbolo C. Por fim, no
estado q,, é realizado um batimento, verificando se, para cada simbolo ¢ da fita, existe um
correspondente C na pilha 2. O algoritmo somente aceita se, ao terminar de ler toda a palavra
de entrada, as pilhas estiverem vazias. Observe que este autdmato sempre para. Compare
com o exemplo 7.4 - Maquina com pilhas — triplo balanceamento. Q

A sequir, € enunciado o teorema que prova que o formalismo autémato com duas pilhas é
equivalente ao formalismo maquina de Turing, reforcando a evidéncia de que ambas sdao ma-
quinas universais (bem como maquina de Post e maquina Norma). Resumidamente, a prova é
como abaixo (a prova formal é omitida). Note-se que a mesma ideia basica pode ser usada para
provar que o formalismo maquina com pilhas é equivalente ao formalismo maquina de Turing:

‘@ | Méquina de Turing < autémato com duas pilhas. A estrutura de fita da méaquina de Turing
é simulada usando as duas pilhas como segue (ver figura 7.18): a pilha 1 simula o con-
te(ido da fita a esquerda da cabega da fita, e a pilha 2, o contetdo a direita, bem como
da célula apontada pela cabeca;

b | Autémato com duas pilhas <= mdquina de Turing. A fita e as duas pilhas do autémato com
duas pilhas sdo simuladas usando a fita da maquina de Turing, como segue:
B a palavra de entrada corresponde as primeiras posigoes da fita da maquina de Turing;
B a pilha 1 corresponde as células impares da fita, apés a palavra de entrada;
®m analogamente, a pilha 2 corresponde as células pares da fita, ap6s a palavra de

entrada.
Fita
O|la|b|c]|B > : > :
O C
N
Pilha 1 Pilha 2

figura 7.18 Simulagao da fita por duas pilhas.
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teorema 7.5 - Equivaléncia entre maquina de Turing e autdémato com duas pilhas

O formalismo mdaquina de Turing pode ser simulado pelo formalismo autdmato com duas
pilhas e vice-versa. Logo, sdao formalismos equivalentes. Q

7.4 ~—3* maquinas ndo deterministicas

O nao determinismo € uma importante generalizagdo dos modelos de maquinas. A mesma
ideia aplicada na maquina de Turing nao deterministica é valida para a varidvel X da maquina
de Post ou para as pilhas do autdmato com pilhas.

Como ja introduzido, a facilidade do ndo determinismo é interpretada como segue para uma
maquina de estados (como seria para uma maquina baseada em diagrama de fluxos?): a
maquina, ao processar uma entrada, tem como resultado um conjunto de novos estados.
Ou seja, assume um conjunto de estados alternativos, como se houvesse uma multiplicagao
da unidade de controle, uma para cada alternativa, processando independentemente, sem
compartilhar recursos com as demais. Assim, o processamento de um caminho nao influi no
estado geral, nem no simbolo lido dos demais caminhos alternativos.

exemplo 7.8 - Autdmato com pilhas ndo deterministico — palavra e reversa
Considere a seguinte linguagem:
Palavra_Reversa = { ww' | w pertencea {a, b }* }

A linguagem Palavra_Reversa contém todas as palavras sobre o alfabeto { a, b } tais que
a primeira metade é igual a segunda metade, mas invertida (“espelhada”). Por exemplo, as
seguintes palavras pertencem a linguagem:

£ abaabaabaaba
abbbba bbbbbbbbbbaabbbbbbbbbb

Esse tipo de linguagem pode ser considerado como uma generalizagao do duplo balancea-
mento. Mas nao deve ser confundida com as palindromas (palavras que possuem a mesma
leitura da esquerda para a direita e vice-versa), pois estas podem ter comprimento impar.

O autdmato com pilhas:
APN_Palavra_Reversa = ({a, b}, {q9. 9. 9¢}. IL go. {a9¢ }. {a. b })
ilustrado na figura 7.19, é tal que:
ACEITA(APN_Palavra_Reversa) = Palavra_Reversa

E ndo deterministico devido as duas alternativas de movimentos a partir de Qy. Para os mes-
mos simbolos lidos da fita de entrada (ciclo em q, e desvio para q,). Adicionalmente, o alfa-
beto auxiliar é igual ao de entrada. Em q,, € empilhado (pilha 1) o reverso do prefixo. A cada
simbolo lido, se existe o correspondente simbolo no topo da pilha 1, entéo:

B o autdmato permanece no estado g e continua empilhando o reverso da entrada (pois
nao existe controle se ja foi identificada toda a primeira metade);
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® ocorre um movimento nao deterministica para q, (e, portanto, o autdmato inicia uma
alternativa), o qual verifica se o sufixo da palavra é igual ao contedo da pilha 1 até entdo
empilhado;

W observe que a pilha 2 ndo foi usada nem para leitura e nem para gravagao (usou-se o
simbolo € nas respectivas posigdes das transigdes). Portanto, esta solugdo poderia ser de-
senvolvida usando apenas uma pilha (nesse caso, o nao determinismo € obrigatério?).

+ (a, a, &, €, €)
(a, €, a, €, €) ; (b, b, €, ¢, €) (3, a,¢,c¢, ¢
(b, €, b, €, &) (_)/ (b, b, &, ¢, €)
(7.7, 8,8, 8) (¢, 7,5 80

- o .
figura 7.19 Grafo do autdmato com pilhas ndo deterministico - palavra e reversa.

O seguinte teorema nao sera demonstrado.

teorema 7.6 - Equivaléncia entre maquina de Turing e maquinas ndo deterministicas
O formalismo maquina de Turing pode ser simulado pelos seguintes formalismos e vice-versa.

a Maquina de Post ndo deterministica;
b Maéquina com pilhas ndo deterministica;
€ Autdmato com pilhas nao deterministico. Q

Assim, embora o ndo determinismo seja, aparentemente, um significativo acréscimo as ma-
quinas ja conhecidas, na realidade ndo aumenta o poder computacional das mesmas. Ou
seja, para cada maquina de Turing, maquina de Post ou autdmato com pilhas nao determi-
nistico, é possivel construir uma maquina de Turing (ou maquina de Post ou autdmato com
pilhas) deterministica equivalente, que realiza © mesmo processamento. A reciproca também
é verdadeira.

7.5 ~—> hierarquia de classes de maquinas

Todos os formalismos de maquinas introduzidos para representar algoritmos, bem como suas
diversas modificagdes, sdo equivalentes a maquina de Turing, ou seja, s&o maquinas univer-
sais. Lembre-se de que, no caso da maquina com pilhas, sdo necessarias pelo menos duas pi-
lhas para ele ser considerado uma maquina universal. Assim, os diversos modelos, bem como
suas modificagdes, podem ser usados indistintamente, dependendo do caso, para facilitar
construgoes ou provas.
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i N\
Maquinas universais
4 R
Maquinas universais - algoritmos que sempre param
( N\
Maquinas nao deterministicas com uma pilha
@ | | N
M4aquinas deterministicas com uma pilha
4 N
Maquinas finitas
deterministicas ou
nao deterministicas
o s = J
. = £ J
N J

figura 7.20 Hierarquia de classes de maquinas.

A figura 7.20 ilustra a hierarquia de classes de méaquinas estudadas em relagdo a seus poderes
computacionais. Na hierarquia ilustrada, quanto mais interna for uma classe, menor é o seu
poder computacional.

A hierarquia de classes de maquinas corresponde uma hierarquia de classes de linguagens,
ilustrada na figura 7.21, a qual é como segue:

b

Linguagens regulares. Correspondem a classe das mdaquinas finitas (sem pilhas). Sao
exemplos de linguagens desta classe alguns editores de texto e protocolos de comunica-
¢ao. Sao linguagens muito simples onde, por exemplo, nao é possivel fazer qualquer tipo
de balanceamento de tamanho néo predefinido. A principal caracteristica desta classe é
que o tempo de reconhecimento de uma palavra é diretamente proporcional ao compri-
mento da entrada. Adicionalmente, qualquer algoritmo especificado usando este forma-
lismo é igualmente eficiente, em termos de tempo de processamento;

Linguagens livres do contexto deterministicas. Correspondem a classe das maquinas ou
autdmato com uma pilha deterministicos. Sdo linguagens mais complexas que as Regu-
lares, mas ainda muito simples, onde, por exemplo, ndo é possivel reconhecer a seguinte
linguagem (exemplo 7.8 - Autdmato com pilhas ndo deterministico — palavra e reversa):

Palavra_Reversa = { ww' | w pertencea { a, b }* }

O tempo de reconhecimento de uma entrada é diretamente proporcional ao dobro do
tamanho da entrada;
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‘¢ | Linguagens livres do contexto. Correspondem a classe das maquinas ou autémato com
uma pilha ndo deterministicos. Constituem uma classe de fundamental importancia, pois
incluem linguagens de programag¢ao como Algol, Pascal e C. Entretanto, algumas lingua-
gens muito simples ndo pertencem a esta classe de linguagens como:

Triplo_Bal = {a"b"c" | n20}
Palavra_Palavra = { ww | w é palavra sobre os simbolosae b }

Os melhores algoritmos de reconhecimento conhecidos possuem tempo de processa-
mento proporcional ao tamanho da entrada elevado ao cubo;

‘d | Linguagens recursivas. Correspondem a classe de todas as linguagens que podem ser re-
conhecidas mecanicamente (pela maquina universal) e para as quais existe um algoritmo
de reconhecimento que sempre para para qualquer entrada. Inclui a grande maioria das
linguagens aplicadas. Reconhecedores de linguagens recursivas podem ser muito inefi-
cientes, tanto em termos de tempo de processamento como de recursos de memoria;

‘@ | Linguagens enumerdveis recursivamente. Correspondem a classe das méquinas univer-
sais. Portanto, correspondem a classe de todas as linguagens que podem ser reconheci-
das mecanicamente.

d R
Linguagens enumeraveis recursivamente
4 i
Linguagens recursivas
(- N
Linguagens livres do contexto
4 N
Linguagens livres do contexto deterministicas
& N
Linguagens regulares
o i = J/
| - =
J
e >,

figura 7.21 Hierarquia de classes de linguagens.



Capitulo 7 Outros Modelos de Maquinas Universais 205

7.6 ~—3 conclusdes

Neste capitulo, foram estudados os formalismos:

Maquina de Post (baseado em uma varidvel do tipo fila);

Maquinas com pilhas, constituidas por uma familia de maquinas com capacidades ou
poder computacional distintos. Tem-se a maquina finita (sem pilha alguma de meméria
auxiliar), a maquina com uma ou com duas (ou mais) pilhas. Duas pilhas sao suficientes
para atingir o poder computacional equivalente da maquina de Turing;

Autdmato com pilhas, anadlogos as maquinas com pilhas, diferenciado-se na forma de
expressar a fungdo programa, substituindo diagramas de fluxos por grafos diretos, repre-
sentando estados e transigoes;

Maquinas nao deterministicas cujos efeitos ndo aumentam o poder computacional de suas
correspondentes versdes deterministicas, excetuando-se as maquinas ou autdmato com
uma pilha.

No préximo capitulo, serdo vistos outros formalismos equivalentes, mas do tipo denotacional,
baseados no conceito de recursao.

7.7 ~—3 exercicios

exercicio 7.1 Faca um quadro comparativo entre os modelos maquina de Turing, méquina
de Post e autdbmato com duas pilhas, destacando suas caracteristicas e seus principais aspec-
tos funcionais. Em particular, compare as estruturas de dados de cada modelo.

exercicio 7.2 Desenvolva maquinas de Post, deterministicas ou ndo, que aceitem as seguin-
tes linguagens:

X - T Q-0 0Ny

Ly=0

L ={¢}

L; = { w | wtem o mesmo nimero de simbolosaeb }

L, = { w | o décimo simbolo da direita para a esquerda é a }

Ls = {waw | wépalavrade{a, b }*}

Lg = {ww | wépalavrade{a, b }*}

L, = { ww' | w é palavra de { a, b }* onde w' denota a palavra reversa de w }
Lg = { www | wépalavrade {a, b }*}

Ly = {w | w=a'b%a®b%..a"" b" e n & nimero natural par }
Lo={w|w=a"b"ouw=b"a"}
Li,={w|w=a'blcX ondeoui=jouj=k}
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exercicio 7.3 Seja a expressdo booleana (EB) definida indutivamente como segue:

i) v e f sdo EB;
i) SepeqsadoEB, entdiop e qepouqtambém sdo EB.

Assuma que o conetivo e tem prioridade sobre o ou. Construa uma maquina de Post sobre
Z={v,f, e ou}tal que:

ACEITA(M) = {EB | EBéV}
REJEITA(M) = {EB | EBéf}
LOOP(M) = { w | wn3o EB }

exercicio 7.4 Dé a méaquina de Post MP, sobre o alfabeto { a, b }, tal que:

ACEITA(MP) = { w | w tem 0 mesmo nimero de simbolos ae b }
REJEITA(MP)= { w | w cuja diferenca entre o nimero de simbolosaeb é1}
LOOP(MP)= { a, b }* - (ACEITA(MP) U REJEITA(MP))

Por exemplo:

ab € ACEITA(MP)
aba € REJEITA(MP)
aaba € LOOP(MP).

exercicio 7.5 Elabore uma maquina de Post P sobre o alfabeto { a, b }, tal que:

ACEITA(P) = {a™b" | m>n=0}
REJEITA(P)= { a, b }* - ACEITA(P)

exercicio 7.6 Para a demonstracdo do teorema 7.2 — Equivaléncia entre méquina de Turing e
maquina de Post, na simulagdo da maquina de Turing pela maquina de Post, é necessario que
a maquina de Post realize rotagdo no contetdo de X, fazendo com que o Ultimo simbolo de
X passe a ser o primeiro, ou seja, se o contetdo da varidvel X é a, a, ... a,,.4 a,, passa a ser
a, a4 a3 ... a,.4. Desenvolva uma maquina que processe essa rotagao.

exercicio 7.7 Desenvolva autémato com duas pilhas ou maquinas com pilhas, deterministi-
cas ou ndo, que aceitem as linguagens do exercicio 7.2.

exercicio 7.8 Prove que uma maquina com n pilhas (n > 2) é equivalente a uma méquina
com duas pilhas.

exercicio 7.9 Sobre ndo determinismo:

‘a | O que é e quais suas principais caracteristicas?
‘b | Qual o seu efeito, em termos de poder computacional, nas maquinas apresentadas?

exercicio 7.10 Sobre a maquina de Post, marque a alternativa errada:

‘a | A leitura numa méquina de Post é destrutiva, pois o simbolo lido é retirado da varidvel X
‘b | Avaridvel X ndo possui tamanho finito;
c A variavel X é do tipo fila, ou seja, o Gltimo simbolo gravado é o primeiro a ser lido;
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d O simbolo # é o tnico simbolo auxiliar;
| e A maquina de Post pode ficar em loop infinito.

exercicio 7.11 Sobre a maquina de Post, analise as seguintes afirmagées:

I A concatenacao do simbolo # no fim da pilha tem de ser feita na primeira instru-
¢ao do diagrama de fluxo;

II.  Um diagrama de fluxos tem sempre n+2 ramificacdes apds uma atribui¢do, onde
n é o numero de simbolos do alfabeto de entrada;

lll. A pilha da maquina de Post é infinita.

Marque a alternativa correta:

‘a Apenas | e |l estdo corretas;

‘b Apenas Il esta correta;

€ Apenas Il esta correta;

d Apenas| e lll estdo corretas;

‘@ Nenhuma afirmagao esté correta,

exercicio 7.12 Sobre a maquina de Post, marque a alternativa correta:

‘a Para quando o programa atinge uma instrugdo de parada (aceita ou rejeita) ou por
indefinigao;

‘b Um programa em Post sempre contém exatamente uma instrugdo de partida e duas de

~ parada (aceita e rejeita);

i € No infcio da execucdo de um programa, a fita sempre contém a palavra de entrada con-
catenada com o simbolo de final de fila #.

d Apbs a leitura de um simbolo, o programa pode retiré-lo da fila;

fe Um programa em Post é uma sequéncia finita de instrugdes de quatro tipos possiveis
(partida, parada, desvio e atribuicao).

exercicio 7.13 Sobre a maquina de Post, analise as seguintes afirmagdes:

I O programa para esta classe de maquinas é total;

II. A varidvel X é do tipo fila e é utilizada como meméria de trabalho, entrada e
saida;

ll.  As instrugdes do tipo desvio sao definidas como fungdes totais.

Marque a alternativa correta:

‘@ Apenas |l esta correta;
‘b Apenas| e |l estdo corretas;
€ Apenas |l e lll estdo corretas.

d |, Il elll estdo corretas;
‘@ Nenhuma afirmagao esté correta.
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exercicio 7.14 Sobre a simulagdo do formalismo maquina de Turing pelo do formalismo
maquina de Post, analise as seguintes afirmagdes:

V.

O estado inicial é simulado pela instrugdo partida, seguido pela execugdo de um
desvio, e os estados finais, simulados pela instrugdo aceita, sendo os demais
estados simulados por instrugdes de desvio;

A varidvel X é simulada pela fita e a posigao da cabega da fita representa a posi-
¢do mais a esquerda da fila;

Para simular o movimento para a esquerda da cabega da fita é necessario executar
tantos desvios quantos forem os simbolos da palavra corrente;

Uma indefini¢do na fungdo programa da maquina de Turing € simulada em Post
pela instrugao rejeita.

Marque a alternativa correta:

‘a| Apenas |, Il e lll estdo corretas;
b Apenas Il e lll estdo corretas;
‘€ Apenas | e IV estdo corretas;

d | Apenas|, lil e IV estdo corretas;
‘@ Nenhuma das alternativas anteriores esta correta.

exercicio 7.15 Sobre a familia das maquinas com pilhas, analise as seguintes afirmagdes:

Uma maquina finita, que corresponde a uma maquina sem pilhas, possui um
poder computacional relativamente restrito, pois ndo tem meméria auxiliar de
trabalho;

A classe das méquinas sem pilhas é de fundamental importancia no estudo das
linguagens formais como, por exemplo, no desenvolvimento de reconhecedores
de linguagens de programacao tipo Pascal,

A classe das maquinas com uma pilha possui poder computacional maior que
o da classe das maquinas sem pilhas, sendo capaz, inclusive, de reconhecer um
triplo balanceamento.

Marque a alternativa correta:

‘a Apenas | est4 correta;
‘b | Apenas Il est correta;
‘€ | Apenas | e lll estdo corretas;

‘d | Apenas Il e lll estdo corretas;
‘@ | |, llelll estdo corretas.

exercicio 7.16 Sobre a familia das maquinas com pilhas, marque a alternativa correta:

‘@ Uma méaquina com pilhas ndo possui alfabeto auxiliar, mas pode usar simbolos do alfabe-
to de entrada como simbolos auxiliares;

‘b | Uma méquina finita (sem pilhas) deterministica ndo pode reconhecer a linguagem duplo
balanceamento, mas uma ndo deterministica pode;
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E Uma maquina com uma pilha ndo € uma maquina universal, a menos que seja nao deter-
ministica;

[cﬂ Assim como na maquina de Post, a maquina com pilhas possui uma fita somente para
leitura;

\ e | Nenhuma das anteriores.

exercicio 7.17 No formalismo maquina com pilhas, existe maneira de aumentar o poder
computacional, realizando alguma das alteracdes abaixo? Marque a alternativa correta:

Mdltiplas pilhas;

Nao determinismo;

Multiplas cabecas;

Maior nimero de instrucées basicas;
Nenhuma das anteriores.

m}n.n u'm\

exercicio 7.18 Sobre maquina com Pilhas, marque a alternativa errada (caso todas estejam
corretas, marque a ultima alternativa):

a | X < Ler(X) denota uma leitura, onde se |é o simbolo mais a esquerda de X ou do topo
de Y, nao retirando da estrutura o simbolo lido;

b | Uma maquina com pilhas é uma dupla M = (Z, D) onde X ¢€ o alfabeto de simbolos de
entrada e D é o diagrama de fluxos;

¢ | Uma maquina com pilhas reconhece o triplo balanceamento;

d | Uma maquina com pilhas possui a memaria de entrada separada das memorias de traba-
ho e de saida;

e | Nenhuma das anteriores.

exercicio 7.19 Sobre autdbmato com duas pilhas, marque a alternativa errada:

E Um autdmato com duas pilhas é composto basicamente por: fita, pilhas, unidade de
controle e funcao de transicao;

b | Asituacao inicial de cada pilha é vazia;
¢ | Uma importante diferenca entre um autémato com duas pilhas e uma maquina com

duas pilhas é que, no autdbmato, o programa € especificado usando a nocao de estados
e transicoes e, na maquina, é especificado como um diagrama de fluxos.

d | O que reflete o estado corrente do autdbmato é a unidade de controle.
e | Afuncdo programa ou funcao de transicdo é uma funcao total.

exercicio 7.20 Sobre autbmato com duas pilhas M = (Z, Q, I1, q4, F V), marque a alter-
nativa errada:

2 indica o alfabeto de entrada;

Q indica o conjunto de estados possiveis;
IT indica a funcao de transicao;

F indica que a palavra é falsa;

V indica o altabeto auxiliar.

® \n. n oo
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exercicio 7.21 Sobre a familia dos autébmato com pilhas, analise as sequintes afirmacoes:

! Para cada autdmato nao deterministico, sempre ha um autdmato deterministico

com duas pilhas equivalente.

. Pode-se simular um autdmato finito por uma maquina de Turing e vice-versa.
IIl.  As estruturas de dados do tipo pilha podem ser usadas livremente para leitura,

gravacao e entrada de dados.

V.  Pode ocorrer de um autbmato, para uma dada palavra de entrada, nunca atingir

uma condicao de parada.
Marqgue a alternativa correta:

Apenas | e |l estao corretas;
Apenas |, Il e lll estao corretas;
é correta e lll é errada;

Il e IV s&o erradas;
L, 1l e IV estao corretas.

o2 n|o]]

exercicio 7.22 Relacionando a hierarquia das classes de maquinas com a hierarquia das
classes de linguagens, numere a primeira coluna de acordo com a seguida:

( ) Linguagens recursivas

1.

Maquinas deterministicas com uma pilha

deterministicas

( ) Linguagens regulares 2. Maquinas universais
( ) Linguagens livres do contexto 3. Maquinas deterministicas ou
nao deterministicas sem pilha
( ) Linguagens enumeraveis 4. Maquinas universais — algoritmos que
recursivamente sempre param
( ) Linguagens livres do contexto 5. Maquinas nao deterministicas

com uma pilha

A numeracao correta, de cima para baixo, é:

@] 2-5-4—~1—3
'b|4-5-1-2-3
€ | 4—~5=2-3~1
‘d|4-3-5-2~]
e|2-4-5-1-3

exercicio 7.23 Sobre nao determinismo, analise as seguintes afirmacdes:

. Uma maquina de Turing nao deterministica possui um poder computacional su-
perior ao de uma maquina de Post deterministica;
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Uma maquina de Turing nao deterministica possui poder computacional superior
ao de uma maquina finita, sendo assim capaz de simula-la;

Esta demonstrado que nenhuma outra forma de expressar algoritmos tera capa-
cidade superior a da maquina de Turing.

Marque a alternativa correta:

o aln T

Apenas | esta correta;

Apenas |l esta correta;
Apenas |l esta correta;
Apenas |l e lll estao corretas;

, [lelll

estao corretas.

exercicio 7.24 Sobre nao determinismo, analise as seguintes afirmacoes:

Somente maquinas com uma pilha nao deterministica tém a capacidade para
reconhecer a linguagem:

Palavra_Reversa = { ww' | w pertencea {a, b }* }

O nao determinismo pode modificar o poder computacional das maquinas uni-
versais estudadas;

Uma palavra w pertencente a uma linguagem L é entrada em uma maquina M
nao deterministica. Sabendo que, em um caminho alternativo, a palavra foi acel-
ta, em outro, fol rejeitada, e em todos os demais, ficou em loop, entao pode-se
afirmar que w pertence a LOOP(M).

Marqgue a alternativa correta:

o o n T

Apenas
Apenas
Apenas
, 1l elll

, e lll

esta correta;
| esta correta;
e |l estao corretas;
estao corretas;
estao erradas.

Termos-chaves
autdmato com duas pilhas, p. 182, p. 197 maqguina com pilhas, p. 189, p. 191

autémato com pilhas, p. 196, p. 197 maquina com uma pilha, p. 190
autdmato com uma pilha nao maquina de Post, p. 182, p. 184
deterministico, p. 204 maquina finita, p. 190
hierarquia de classes de linguagens, p. 203 maquina universal, p. 182
hierarquia de classes de maquinas, p. 203 n&o determinismo, p. 201

maquina com duas pilhas, p. 190






capitulo

funcoes recursivas

Sao estudados dois formalismos denotacionais

(funcionais) do tipo recursivo (fungdo definida

em termos de si mesma), os quais sao equivalentes ao

formalismo maquina de Turing, refor¢ando a hipétese de Church. S3o eles:

fungbes recursivas parciais ou fungdes recursivas de Kleene,
definidas sobre fungdes naturais zero, sucessor e proje¢ao, bem como
as operagoes substituicdo composicional, recursdo e minimizagao,
cdlculo Lambda, formalismo definido sobre uma linguagem

e um conjunto de axiomas e regras que permitem

inferir quando dois termos denotam a mesma fungao.

A importancia do célculo Lambda transcende o

estudo da computabilidade, tendo importantes aplicagdes no

estudo da légica e das linguagens de programacao.
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Os formalismos usados para especificar algoritmos podem ser classificados nos seguintes tipos:

‘@ | Operacional. Define-se uma mdquina abstrata, baseada em estados, em instrugdes pri-
mitivas e na especificagdo de como cada instrugdo modifica cada estado. Uma maquina
abstrata deve ser suficientemente simples para ndo permitir dlvidas sobre a sua compu-
tagao;

@ Axiomatico. Associam-se regras as componentes da linguagem. As regras permitem afir-
mar o que sera verdadeiro apds a ocorréncia de cada cladusula, considerando-se o que era
verdadeiro antes da ocorréncia;

E‘ Denotacional ou funcional. Em geral, trata-se de uma fungdo construida a partir de fun-
coes elementares de forma composicional, no sentido em que o algoritmo denotado pela
funcdo pode ser determinado em termos de suas fungdes componentes.

Até o momento, os formalismos estudados sdo do tipo operacional, como a maquina Norma,
a maquina de Turing, a maquina de Post, etc.

Formalismos axiomaticos ndo fazem parte do objetivo desta publicagdo. Como curiosidade,
possivelmente o formalismo axioméatico mais usual para o estudo de computabilidade é a gra-
matica (similar as gramaéticas das linguagens naturais, por exemplo, portugués). Em termos
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de poder computacional, a gramatica é equivalente as maquinas universais. Dependendo de
restricdes feitas na defini¢do das gramaticas, € possivel estabelecer uma hierarquia conhecida
como hierarquia de Chomsky, na qual as seguintes equivaléncias podem ser estabelecidas:

B Autdmato finito <> gramaticas regulares;
B Autdmato com uma pilha ndo deterministico <> gramaticas livres do contexto;
B Maquinas universais <> gramaticas irrestritas.

Neste capitulo, sdo estudados dois formalismos denotacionais (funcionais) do tipo recursivo
(permite a definicao de uma fungdo em termos de si mesma) denominados:

B Fungdes recursivas parciais, ou fungdes recursivas de Kleene, introduzidas por S. C. Kleene
(1936), as quais, como o préprio nome indica, sdo funcdes parciais definidas recursiva-
mente;

® Cdlculo Lambda (A-Célculo), introduzido por A. Church (1936), formalismo para defini¢ao
de fungao, aplicagdo de fungao e recursao.

Assim como Turing, Kleene e Church tinham como objetivo formalizar a nogao intuitiva de
funcdo computdvel. Nos dias atuais, isto significaria dizer que eles formalizaram o que é pos-
sivel computar em um computador. Quando foi provado que as classes das fungdes Turing-
-computaveis, das fungdes recursivas parciais e das fungdes Lambda-computdveis sdo iguais,
a tese de Church cresceu significativamente em termos de credibilidade, fortalecendo-a como
hipbtese para toda a teoria da computagao classica.

8.1 ~—+ funcgodes recursivas de Kleene

As fungdes recursivas parciais, ou fungdes recursivas de Kleene, sao fungdes construidas sobre
trés fungdes naturais basicas:

B natural zero visto como uma fungao;

B sucessor (de um ndmero natural);

B projegao (na realidade, uma familia de fungdes, pois depende do nimero de componen-
tes, bem como de qual componente deseja-se projetar);

juntamente com as seguintes operagoes:

B substituicdo composicional (generaliza o conceito usual de composigao de fungdes);

B recursdo (definicdo de uma fungdo em termos dela mesma);

B minimizagao (busca, em um tempo finito, o menor valor para o qual uma certa condigao
ocorre);

constituindo uma forma compacta e natural para definir muitas funcdes e suficientemente
poderosa para descrever toda fungao intuitivamente computavel. De fato, demonstra-se que:

B uma fungao é Turing-computavel se, e somente se, a fungao é recursiva parcial;
® uma fungao é Turing-computavel por uma maquina que sempre para se, e somente se, a
fungdo é recursiva total.
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Assim, existe uma relagdo direta entre as seguintes classes:

B Fungdes recursivas parciais e fungdes Turing-computaveis (e, portanto, também com lin-
guagens enumeraveis recursivamente);

B Fungdes recursivas totais e fungdes Turing-computdveis totais (e, portanto, com linguagens
recursivas).

8.1.1 substituicao composicional

A substituicdo composicional definida a seguir generaliza o conceito usual de composigao de
fungdes.

definicao 8.1 - Substituicdo composicional
Sejam as fungdes parciais:
g:NK=N e f,fp.. fiuN"=N
A fungdo parcial:
h:N" - N

é a substituicdo composicional de fungbes, ou simplesmente substituicdo de fungdes, definida
apartirde g, f,, f5, ..., f, como segue:

h(x*]: xZ""' xn) = g(f‘](le xz:-n: xn)l fz(x‘p xz:---r xn)n--r fk(x1t xz:---t xﬂ))
A fungao parcial h é dita definida para (X4, X5,.... X,,) se, e somente se:

fi(xq, X3,..., X,) é definida paratodo i€ {1, 2,..., k }
g(fy(Xq, X9,..., X)), F2(%q, Xou.ens Xp)seens Fi(Xq, X,..., X)) é definida. Q

Portanto, a substituigdo generaliza a composi¢ao usual de fungdes, construindo h a partir
da substituigdo dos y; em g(y;, ¥5.-.., ¥) pelos correspondentes f;(x,, X,,..., X)), para todo
I€{1,2,...k}.

exemplo 8.1 - Substituicdo de fun¢des — fungdes constantes

Suponha as seguintes fungdes:

frero: N —> Ntalque, VXEN, f,,,,(x) = 0 fungdo constante zero

sucessor: N — N tal que, VX E N, sucessor(x) = x + 1 fungao sucessor

adicdo: N2 — N tal que, ¥x,y EN, adicdo(x, y) = x + y fungao adigao
As seguintes fungdes sdo definidas, usando substitui¢do de fungdes:

fum = sucessor(f,, . ): N—= N fungdo constante um

fyois = sucessor(f, ):N— N fungdo constante dois

fires = adicao(f,,., fyoi): N—N fungdo constante trés

Sugere-se, como exercicio, verificar se, usando as mesmas fungdes f,,,,, sucessor e adicao,
existem outras formas de definir equivalentemente as fungdes f ., f4ois € fires: a
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exemplo 8.2 - Substituicdo de fungdes — média de uma turma de alunos

Para visualizar melhor a ideia da substituicdo em um contexto aplicado, suponha uma
turma com k alunos na qual foram realizadas n provas, sendo a nota final de cada aluno
i€ {1,2,..., k}dada pela fungdo nota;(p4, P2..., Py). Assim, o célculo da média de toda
a turma, considerando as provas, é dado pela fungdo turma, a qual é a média das notas dos
alunos, ou seja:

turma(py, Pyi---r Ppy) =
média(nota,(p4, Py:---s Pp): NOtaL (P4, Poseeer Pp)i---r NOtaL(Py, Pose..r Py)) Q

8.1.2 recursao primitiva

O conceito de recursdo é de fundamental importancia na ciéncia da computagdo. Atual-
mente, ndo s6 grande parte das linguagens de programacgdo possuem facilidades de recurséo,
como também a arquitetura de muitos computadores modernos possui estruturas para tratar
eficientemente recursao.

definicao 8.2 - Recursao primitiva

Sejam f: N" — N e g: N"*2 — N funcdes parciais. A funcdo parcial:
h: N**1 N

é definida por recursao primitiva a partir de f e g como segue:

h(x4, X5,..., X5, 0) = f(x4, X5,..., X,)
h(Xq, X5,ee0s X Y + 1) = 9(X4q, Xg,..0 Xnu Ve h(Xq, X5,...0 X Y))

A fungao parcial h é dita definida para (X4, X,,..., X, ¥) se, e somente se:

(x4, X3...., X,,) é definida;
9(Xq, X9,..., Xy 1, h(Xq, Xy,..., X, 1)) é definidaparatodoi€{ 1, 2,...,y} Q

exemplo 8.3 - Recursado primitiva — adig¢do
Suponha as seguintes fungodes:

id: N— N fungao identidade
sucessor: N—» N fungdo sucessor
projs,: N3-N fungdo projegdo da 3? componente de uma tripla

A fungao adigdo nos naturais:
adicdo: N2 — N tal que, ¥x,y €N, adicdo(x,y) = x + y
é definida, usando recursdo primitiva, como segue:

adicao(x, 0) = id(x)
adicdo(x, y + 1) = proj33(x, y. sucessor(adigao(x, y)))

Por exemplo, adigao(3, 2) é como abaixo. Note-se que, nas instancias de
proj33(x, y. sucessor(adicao(x, y))), somente a componente sucessor(adicao(x, y)) é
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importante na légica apresentada. A fungao proj33, bem como as componentes X e Y, estao
presentes somente para satisfazer a definicdo de recursdo primitiva. De fato, fun¢des do tipo
projecdo sao fundamentais em recursao primitiva, como sera visto adiante.

adicao(3, 2) =

pr013 (3, 1, sucessor(adicao(3, 1)) =

pr013 (3 1, sucessor(proj;_(3, 0, sucessor(adicao(3, 0))))) =
pt‘Oj3 (3 1. suc&ssc:vr(pro;3 (3, 0, sucessor(id( 3 )))))=
proj, (3,7, sucessor(pr013 (3, 0, sucessor(3)))) =

prt:nj3 (3 1, sm:essor(prq3 (3,0,4)) =

proj3 (3 1, sucessor(4)) =

pro;3 ’3,1,5) =

1 8.1.3 minimizagao

O conceito de minimizagao que segue nao é intuitivo na nogao de fungdes recursivas parciais.
Entretanto, é fundamental para garantir que a classe de fungdes recursivas parciais definida
adiante possa conter qualquer fungdo computavel.

defini¢ao 8.3 — Minimizacao
Seja f: N™*1 — N uma funcao parcial. A fungio pardial:
h:N" - N
é dita definida por minimizaggo de f e é tal que, V(x,, x,,..., X, ¥) € NN+1,

h(xy, X5,..., X,) = min{y | f(xq,....x,,, y) = 0 e, Vz tal que z < y, f(x4,..., X,,, 2) é defi-
nida } Q

Portanto, a fungdo h, para o valor (Xy,..., X)), é definida como o menor natural y tal que
f(X4,..., X,,, ¥) = 0. Adicionalmente, a condigdo:

Vz tal que z <y, f(Xyq,..., X, 2) é definida

garante que é possivel determinar, em um tempo finito, se, para qualquer valor Z menor do
quey, f(x,,..., x,, ) é diferente de zero. Note que a fungdo h é parcial (quais as condigbes
para estar definida em (x,,..., X,)?).

Por simplicidade, no texto que segue, para uma fungdo h definida por minimizagdo de f, a
seguinte notagao é adotada (compare com a definigao acima):

h(xy, Xp,.... X,) = min{ y | f(x,.... X, ¥) =0}
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observacao 8.4 - Valores constantes como fung¢des

Todo valor constante pode ser visto como uma fungdo. Tal artificio é importante, pois res-
peita o principio denotacional (fungdes construidas composicionalmente a partir de fungoes
elementares e assim sucessivamente). Assim, uma constante a (vista como fungdo), quando
compostas com uma funcdo f resultando em f O a, representa a aplicagdo da fungao f a
constante a, ou seja, f(a).

A técnica usada para representar valores constantes como fungdes se baseia no fato de que o
nimero de fungdes que existem a partir de um conjunto unitario 1 (com um @nico elemento)
para outro conjunto A, € o cardinal de A. Portanto, existe uma fungdo para denotar cada ele-
mento de A. Assim, por exemplo, para os conjuntos 1 = { . } e Booleano = { V, F }, existem
as seguintes fungdes:

consty: 1 — Booleano tal que const(+) = V denota a constante V
constg: 1 — Booleano tal que consty( +) = F denota a constante F

Seguindo o principio denotacional, para a fungdo negacao: Booleano — Booleano, tem-se
que:

const; = negagao O const,,
const,, = negacao © const;

Outra técnica muito comum para denotar constantes como fungdes é usar fungdes sem do-
minio, por exemplo:

constg: — Booleano denota a constante F
Entretanto, essa técnica é incoerente com a definigdo de fungdo usada neste livro. Q

exemplo 8.4 — Minimiza¢do - fungdo nimero zero

Suponha a fungdo constante f, ,: N — N (sendo que f,,,,(x) = 0). Seja const,, , o natural
0 visto como fungédo (ndo confundir com a fungdo constante f

ZEfO):
const,. :1—=N (fungdo nimero zero const,, («) = 0)
A fungdo nimero const, . pode ser definida, usando minimizagao, como segue:
const,,., = min{y | f,..(y) =0}
De fato, 0 menor natural y tal que f,,,,(y) = 0 0. Q

exemplo 8.5 — Minimizagao, recursao primitiva — antecessor

Suponha a fungdo nimero const,., (exemplo 8.4 - Minimizagao - fungdo nlimero zero)
bem como a seguinte fun¢ao de projecao:

projj : N2 >N projegdo da 1% componente de uma dupla: proj, (x, y) = x
A seguinte fungdo antecessor nos naturais:

antecessor: N —- N antecessor
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pode ser definida, usando recursdo primitiva (supondo que antecessor de 0 é 0), como segue:

antecessor(0) = const,
antecessor(y + 1) = proj21(y, antecessor(y))

Por exemplo, antecessor(2) é como segue:

antecessor(2) = (1)
proj, (1, antecessor(1)) =

proj2 (1, proj;,_ (0, antecessor(0))) =

Pfolz (1, P"oiz (0, const,,,)) =

proj, a, proj,, 1(0,0) =

pro;z (‘l 0)=

1

Repare que foi necessario usar uma fungao de projecao. Observe que, apds (1), a aplicagao de
projecao seria suficiente para obter o resultado desejado. As demais etapas sdo apenas para
satisfazer a defini¢do de recursdo primitiva. Q

exemplo 8.6 — Minimizagao, recursao primitiva — subtracdo

Suponha a fungdo nimero const,, ., (exemplo 8.4 - Minimizagao — fungdo nimero zero), a
fungdo antecessor (exemplo 8.5 - Minimizagao, recursdo primitiva — antecessor), bem como
as seguintes fungdes:

idN—=N identidade: id(x) = x
pProjs,: NN projegao da 3 componente de uma tripla: projs (x, y, z) = z

A seguinte fungao subtragdo nos naturais:

sub: N2 > N subtracdo
pode ser definida usando recursao primitiva:

sub(x, 0) = id(x)
sub(x, y + 1) = antecessor © proj;_(x, y, sub(x, y))

Por exemplo, sub(3, 2) é como segue:

sub(3, 2) =

antecessor 0 prOj3 (3,1, s5ub(3,1)) =

antecessor O pro;3 (3 - I antet:essorO;:aro;3 (3, 0, sub(3, 0))) =
antecessor O proj;, ’3,1, antecessoropr0133(3 0,id(3))) =
antecessor 0 pro;a (3 1. antecessoropr013 (3,0,3) =
antecessor 0 proj3 (3 1, antecessor(3)) =

antecessor O proj;_ (3 1.2) =

antecessor(2) =

1
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Novamente, foi necessario usar uma fung¢do de projecdo. Sugere-se como exercicio determi-

nar o valor de sub(2, 3). Neste caso, o uso da fungdo nimero const, . se faz necessario.Q

8.1.4 funcao recursiva parcial e total

Fungdes recursivas parciais sao definidas a partir de trés fungdes basicas sobre o conjunto dos
nameros naturais, como segue:

B natural zero visto como uma fungao;

B sucessor (de um nimero natural);

B projegao (na realidade, uma familia de fungdes, pois depende do nimero de componen-
tes, bem como de qual componente deseja-se projetar).

E interessante observar que, somente com essas trés funcdes, bem como com as construgdes
de substituigdo composicional, recursdo primitiva e minimizagao, é possivel definir qualquer
fungdo intuitivamente computavel.

definicao 8.5 - Funcao recursiva parcial

Uma fung¢do recursiva parcial, ou fungdo recursiva de Kleene, é indutivamente definida como
segue:

‘@ Fungbes bésicas. As seguintes fungdes sao recursivas parciais:

const,oo: 1= N const,oo(+) =0
sucessor: N —» N sucessor(x) = x + 1
proj,: N" — N Projn, (Xq, X3,... X) = X;

‘b Substituigdo composicional de fungoes. Se g: NksNe fy. f5, ..., fio N? — N sdo fun-
gOes recursivas parciais, entdo a seguinte fungao é recursiva parcial:
h:N" - N
e é definida pela substituicdo composicional de fungdes a partir de g, 4, f,, ..., fi, como
segue:
h(Xq, Xgr...0 Xp) = G(F; (X, Xg0eees Xp)s F2 (%40 Xoreees X )ieos FillXq, X X))

€ Recursdo primitiva. Se f: N" - Neg: N"*2 _ N s3o fungdes recursivas parciais, entdo a
seguinte fungdo é recursiva parcial:

h: N"*1 N
e é definida por recursdo primitiva a partir de f e g como segue:

h(x,, X5,..., X, 0) = (x4, X5,.... X))
hixq, Xo,.... X, Y + 1) = 9(Xq, X9,...0 X0 ¥ WXy, Xo,...0 X0 ¥))
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‘d | Minimizagao. Se f: N"*1 — N é fungao recursiva parcial, entdo a seguinte fungdo é recur-
siva parcial:

hN"—N
e é definida por minimizagéo de f, como segue:
h(xy, Xp,..., X,) = min{y | f(x4,.... X,, ¥y) =0} Q

exemplo 8.7 - Fungdes recursivas parciais
‘a | Fungéo identidade. A fungao identidade:

id: N—N id(x) = x
é recursiva parcial, pois é uma fungdo bésica de projecdo, ou seja:
id = proj, . projeta a primeira (e Unica) componente de uma 1-upla

‘b | As seguintes fungdes, exemplificadas anteriormente, sdo recursivas parciais:

adicdo: N2 - N adigao
sub: N2 - N subtracdo
freroc N—N constante zero
fum: N—N constante um
faoiss N—N constante dois
fiess N—N constante trés
const,,..:{+«}—=N namero zero
antecessor: N — N antecessor

Q

Uma fungdo recursiva total, como o préprio nome indica, nada mais é que uma fungao recur-
siva parcial que é total.

definicao 8.6 — Func¢ao recursiva total

Uma fungdo recursiva total é uma fungdo recursiva parcial definida para todos os elementos
do dominio. Q
Para um completo entendimento da defini¢ao de uma fungao recursiva total, sugere-se revisar:

®m definicdo 8.1 — Substituicdo composicional
m defini¢do 8.2 — Recursdo primitiva
m defini¢do 8.3 — Minimizagdo

verificando as condigdes para que a fungao resultante dessas definigdes seja total. Sugere-se,
como exercicio, verificar quais das fungdes do exemplo 8.7 — Fungdes recursivas parciais sao
totais.

O seguinte teorema (a demonstracdo € omitida) € mais um reforgo para a hipétese de Church.
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teorema 8.7 - Fungdes recursivas x fungdes Turing-computdveis
As seguintes classes de fungdes sdo equivalentes:

a Fungdes recursivas parciais e fungdes Turing-computaveis;
b Fungdes recursivas totais e fungdes Turing-computdveis totais. a

Consequentemente, a seguinte relagao entre classes também pode ser estabelecida:

B Fungdes recursivas parciais e linguagens enumerdveis recursivamente;
B Fungdes recursivas totais e linguagens recursivas.

8.2 ~-—3+ calculo Lambda

A importancia do calculo Lambda transcende o estudo da computabilidade, tendo importan-
tes aplicagdes no estudo da l6gica e das linguagens de programagdo. Em particular, foi ins-
piragdo de muitas linguagens de programagao funcionais como, por exemplo, Lisp e Haskell.
No que segue, inicialmente é feita uma apresentagao geral do célculo Lambda (ndo tipado) o
qual é usado como motivagao para as construgdes formais.

8.2.1 aspectos gerais do calculo Lambda

Considere a funcao f: N — N tal que:
f(x) =x+ 1

E importante reparar que o que efetivamente est4 sendo definido ndo é a fungdo f propria-
mente dita, mas sim f(x), ou seja, o resultado da aplica¢do de f ao argumento x (o qual é
suposto assumir valores nos nimeros naturais). Claramente f(x) = x + 1 ndo é uma fungao,
mas uma equagao (pois x + 1 - f(x) = 0).

Uma forma de definir fungdes com mais rigor é usando a /inguagem Lambda. Duas constru-
¢Oes destacam-se na linguagem Lambda:

‘@ Abstragdo Lambda. Permite abstrair a definigdo da fungdo. Por exemplo, a fungo f acima
é denotada pelo seguinte termo Lambda (elementos que definem ou representam fun-
goes na linguagem Lambda):

(x + 1)
que pode ser interpretado como segue:

fungdo tal que, para um argumento arbitrdrio X resulta em x + 1
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b' Aplicagdo Lambda. Determina o valor da fungdo aplicada a um dado argumento. Por
exemplo, a fungao f acima aplicada ao argumento 3 é denotada pelo seguinte termo
Lambda:

(Ax.(x+ 1)) 3
que pode ser interpretado como segue:
aplicagdo da fungdo Ax.(x + 1) ao valor 3

Assim, a notagdo Lambda permite representar e diferenciar a regra de associagao (fungao) da
aplicagdo da mesma a um argumento. Também, a notagao deixa claro qual varidvel é o dado
de entrada. Como primeiro exemplo, foi considerada a fungao sucessor Ax.(x + 1), a qual faz
a associagdodaregrax-> x + 1.

No caso de fungdes de mais de uma varidvel, como a adi¢do de nimeros, pode parecer ne-
cessario definir uma abstragdo Lambda para cada variavel. Entretanto, uma fungao de duas
varidveis pode ser vista como uma fungao de uma varidvel quando se fixa um dos pardmetros.
Por exemplo, para a fungao de adigao, fixando o segundo argumento no valor 1, obtém-se
a funcdo sucessor AX.(x + 1). O mesmo raciocinio permite construir as fungdes correspon-
dentes as regras X = X + 2, X X +3,... Generalizando este raciocinio, a adigdo pode ser
representada pelo seguinte termo Lambda:

Ay.(Ax.(x+Y))

Dessa forma, somente com as operagdes de abstracdo Lambda e de aplicagdo Lambda, é
possivel representar fungdes com qualquer nimero de varidveis.

Em resumo, o célculo Lambda é a linguagem Lambda juntamente com um conjunto de axio-
mas e regras que permitem inferir quando dois termos Lambda denotam a mesma fungao.

- 8.2.2 linguagem Lambda

Uma linguagem Lambda € o conjunto dos termos Lambdas sobre um conjunto de varidveis.

defini¢ao 8.8 - Termo Lambda

Seja V um conjunto infinito e enumerével de variaveis. Entdo um termo Lambda, A-termo,
expressdo Lambda ou palavra Lambda sobre V é indutivamente definido como segue:

i) Varidvel. x € V é um A-termo;

i)  Abstragdo Lambda ou A-abstragao. Se M é um A-termo e X € V, entdo também é
um A-termo:
(Ax.M)
i) licagdo Lambda ou A-aplicagdo. Se M e N sdo A-termos, entdo também sdo
A-termos:

(MN) Q
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Intuitivamente, na defini¢do de A-termo, tem-se que:

B abstragdo Lambda representa a operagao de atribuir carater funcional a um objeto. Assim,
(Ax.M) representa uma fungdo que possui um pardmetro de entrada;

® aplicagdo Lambda (M N) representa a operagao de aplicagao da funcdo M a um objeto
(uma entrada) N.

Em relagdo ao uso de parénteses, as seguintes simplificagdes de notagdo sdo usuais:

i Parénteses externos. Parénteses externos podem ser eliminados. Por exemplo, para os
A-termos M e N:

M N éuma notacdo simplificada de (M N)

_—I;_ Associatividade a esquerda. Parénteses podem ser eliminados, respeitando a propriedade
associativa a esquerda, ou seja, para os A-termos M, N e P, tem-se que:

MNP éuma notagdo simplificadade (M N)P

_' ¢ Escopo de uma varidvel. Parénteses podem ser eliminados, respeitando o escopo de uma
varidvel em uma abstragado, ou seja, para os A-termos M, N e P e para a varidvel X, tem-se
que:

MM NP éuma notagdo simplificadade Ax.(M N P)

Observe que:

B no célculo Lambda dito puro, como definido neste livro, ndo existem constantes. As cons-
tantes usadas sao introduzidas por razdes puramente didaticas;
B 0s A-termos sdo andnimos, ou seja, ndo sao explicitamente nomeados.

exemplo 8.8 - Termos Lambda

Sejam X, y e Z varidveis. As seguintes expressoes sao termos Lambda (na coluna da direita, sao
apresentados os casos aplicados, conforme a definigdo 8.8 — Termo Lambda):

X i
(xy) i, iii
XX 1,ii
Ax.y i,ii
(Ax.X Ax.x) i, ii, fii
(Az.z (xy)) i, i, il

3

definicdao 8.9 - Linguagem Lambda

Seja V um conjunto infinito e enumerdvel de varidveis. Entdo uma linguagem Lambda ou
A-linguagem sobre V é o conjunto de todos os A-termos sobre esse conjunto. Q
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8.2.3 variavel livre e substituicao

Detalhando a nogdo de aplicagdo, considere, por exemplo, o termo Ax.x, o qual representa
uma fungdo com entrada x resultando também em x. Portanto, é uma regra que determina
a fungao identidade. Nesse caso, parece razoavel que a aplicagdo de Ax.x a algum objeto M
tenha como resultado o préprio M. Isto é:

(Axx) M resultaem ™M
o que é o mesmo que dizer que X foi substituido por M em x.

Considere outro caso: o que significa o objeto x (uma varidvel)? Naturalmente, ndo possui
funcionalidade aparente. Pode-se construir X ¥, o que poderia significar a aplicagdo de X ao
objeto (a entrada) y. Nesse caso, X deveria ser uma fungdo, o que sé pode acontecer para al-
guma interpretagdo de X, ou seja, langando mao de um artificio semantico. Assim, ndo parece
ser razoavel entender que x y resulta em outro termo, como fazendo “contas” como em uma
expressao aritmética ou como feito na introdugao acima.

Uma vez que o resultado de uma aplicagdo é calculado por meio de um processo de substi-
tuicdo, € introduzida uma notag¢ao para representar esse processo. Antes, € necessario carac-
terizar melhor a ocorréncia de uma varidvel em um termo Lambda. Observe que as defini¢des
que seguem cobrem cada possibilidade de A-termo na defini¢cdo 8.8 — Termo Lambda.

definicao 8.10 — Variavel livre
Sejam X e y varidveis tal que X = y e N, P A-termos. A varidvel x é dita varidvel livre em um
A-termo, nos seguintes casos:

i) Varidvel. x é livre em y. Em particular, x é livre em x
i)  Abstragdo Lambda. x é livre em Ay.N
i)  Aplicagdo Lambda. Se x é livreem N eem P, entdo x é livreem N P Q

definicao 8.11 — Variavel ligada
Uma varidvel em um A-termo é dita varidvel ligada se ocorre no termo e nao é livre nesse
termo. Q

Portanto, uma variavel é ligada se ocorre no escopo de um A, ou seja, € “local” ao termo,
enquanto a varidvel livre é “global” ao termo. Observando atentamente a definigdo, pode-se
concluir que uma variavel pode ocorrer ligada em uma parte do termo e livre em outra, como
exemplificado a seguir.
exemplo 8.9 - Variavel ligada, variavel livre
‘a| Para o termo Ax.(x y):

X é variavel ligada;

y é variavel livre;
‘b | Para o termo Ax.Ay.(x y):

X e y sao variaveis ligadas;
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‘€| Para o termo X AX.Ay.(x y):

a primeira ocorréncia da variavel x é livre;
a segunda ocorréncia da varidvel x é ligada;

'd | Para o termo (Ax.ax) x:

no subtermo ax, as varidveis a e x sao livres

no subtermo AXx.ax, a variavel a é livre e a varidvel X é ligada

no termo (Ax.ax) x, a varidvel x é ambos, ligada (primeira ocorréncia) e livre (segunda
ocorréncia) Q

E interessante observar que a escolha de uma varidvel ligada em uma abstragdo Lambda néo
é importante, o que induz uma relagao de equivaléncia alfabética. Por exemplo, os termos
Lambda:

AX.x e Ay.y sdo equivalentes alfabeticamente
pois representam a mesma fungdo identidade. Entretanto, os termos Lambda:
X e ¥ ndo sdo equivalentes alfabeticamente

pois as varidveis ndo estdo ligadas. E usual identificar (“igualar”) os termos equivalentes alfa-
beticamente.

definicao 8.12 - Substituicdo

A substituicdo de todas as ocorréncias (se existe alguma) da varidvel livre X por X em um
A-termo M é denotada como segue:

M [x « X]
e é tal que (suponha M, M4, M, A-termos e X, y varidveis tais que X = y):

i) Variavel.
1) xX[xe=X] =X
.2) ylxeX]=y
i)  Aplicagdo Lambda. Suponha My, M, A-termos. Entao:

(Mq M,) [x « X] = ((My [x < X]) (M [x < X]))

iii)  Abstragdo Lambda.
ii.1) AxX.M [x « X] = Ax.M
iii.2) (Ay.M) [x « X] = Ay.( M [x « X] )se y ndo ocorre livre no subtermo X ou
X nao ocorre livre no subtermo M
ii.3) Ay.M) [x«=X]=Az.((M[y«2])[x«X]) se y ocorre livre no
subtermo X e x ocorre livre no subtermo M;

nesse caso, Z nao ocorre livre nos subtermos M e X
3
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O item iii.3) na definigdo acima evita a realizagdo de substituicdes que mudem a caracteristica
livre ou ligada de uma varidvel no termo. Por exemplo, se o item iii.2) for aplicado no termo
(Au.v) [v « u] resulta em Au.u fazendo com que uma substituigdo supostamente livre resul-
te em ligada. Por esta razao, a variavel z é introduzida, resultando em Az.u, ou seja:

AM((viu«e—2z])[veu]) = Azu

exemplo 8.10 - Substituicdo

Para facilitar o entendimento, para cada termo sdo destacados os subtermos envolvidos na
substituicao realizada e, na coluna da direita, é explicitado o caso (item) usado, conforme a
definicdo 8.12 - Substituigdo:

a
b
c|

d
e

f

X[x—2]=2 i1
ylx<2z]=y i.2
(xy)[xe2z] = ii
xx2z])(ylx«2]) = i.1
z(yx<2]) = .2
zy

A.(xy) [x « 2] = Ax(xy) iii. 1
(Av) [veu] = iii.3 (U ocorre livre em u e v ocorre livre em V)
A(lviu«—2z])[veu]) = .2
AM(v[veu]) = i1
AZ.u

((Ap.p(pq))(Ar(pr)))[qepal = i
(pp(pg))ge—pal (Ar.(pr))[qe—pal = iii.2 (r ndo ocorre livre em

p a e q ndo corre livreem pr)
(Ap.p(pq))lg«—pal Ar((pr)[q<pa]) = i

(Ap.p(pa))lg«—pal Arr(plgq—palrlg«pal) = i.2
(Ap.p(pq))[qe—pal M(prigepal)= i.2
(pp(pg))lgqe—pal Ar(pr) = iii.3 (p ocorre livre em

paeqcorrelivreemp Q)
Mz((p(pq)lp—z]l)lgepa]) Ar(pr) = i

AM(plp<zl((pq)lp<2z]))q«pa]) Ar(pr) = i.1
AM(z((pq)lp<2z]))q«pal) Ar(pr) = i
M(z(plp«—zlqlp«zl)Iq«pal) Ar(pr) = i1
AM(z(zqlp«z]l)lg«pa]) Ar(pr) = i.2
Az(z(zq)lg<pal) Ar(pr) = ii
A(z(z[g«—palqlg«pal)) Ar(pr) = .2
Az(z(zqlg<pal)) Ar(pr) = i.1

Az(z(zpa)) Ar(pr) Q
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| 8.2.4 calculo Lambda

O célculo Lambda busca uma nogdo de igualdade, que tem por objetivo estabelecer quando
dois A-termos denotam a mesma fungao.

defini¢do 8.13 - Célculo Lambda

O célculo Lambda, ou simplesmente A-cdlculo, consiste na linguagem Lambda munida dos
axiomas e as regras de inferéncia abaixo. Sejam M, N e K A-termos:

i) Principal axioma:
(AX.M)N =M [x < N]

ii)  Axiomas e regras légicas;

i.1) Igualdade
M=M (reflexiva)
seM=N,entioN=M (simétrica)
seM=NeN =K entioM =K (transitiva)
ii.2) Regras de compatibilidade
seM=N,entioKN=KM (distributiva a esquerda)
seM=N,entioNK= MK (distributiva a direita)

se M = N, entdo AX.N = Ax.M

i)  Ostermos M e N séo iguais no cdlculo Lambda, ou seja, M = N se, e somente se,
existe uma dedugao de M = N no A-célculo. Q

Portanto, o principal axioma formaliza que o resultado de uma aplicagao é calculado via
substitui¢do.

E importante notar que, a partir da notacdo Lambda, origina-se uma linguagem e um célculo.
O célculo objetiva verificar a igualdade de termos da linguagem. A nogdo de célculo é explora-
da pelo conceito de redugdo, o qual pode ser interpretado como um “passo computacional”
na busca de um “valor” representativo para um A-termo qualquer. Portanto, a redugao pode
ser vista como uma operacionaliza¢do do A-célculo. As redugdes sao:

B Reducgdo alfa, renomeagdo de varidveis ligadas;
W Redugdo beta, aplicagdo de uma fungdo a um argumento, via substituicao;
B Redugdo iterada, sucessiva aplicagdo de qualquer das redugdes acima.

definicao 8.14 - Reducdo beta

Uma reduc¢do beta, ou simplesmente B-redu¢do, denotada pelo simbolo [>, é a seguinte
transformagdo entre A-termos:

(M<M)N > M[x < N] B-reducdo

Nesse caso, o termo (Ax.M)N é dito ser um redex, e M[x « N] é dito ser o seu contractum. QO
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definicao 8.15 - Reducdo alfa
Uma redugéo alfa, ou simplesmente a-redugdo, é a seguinte transformagdo entre A-termos:

AX.M D Ay.M[x «y] a-redugdo
onde y nao ocorre livre no subtermo M. Q

A a-redugdo formaliza a relagdo de equivaléncia alfabética, igualmente denotada pelo simbo-
lo B>. Assim, tanto o termo “redugdo” como o simbolo > sdo usados para indicar a-redugdo
ou B-reducgao.

definicao 8.16 — Reducao iterada

A redugdo iterada, denotada por >*, é a sucessiva aplicagao da redugao > zero ou mais
vezes. .

Com a finalidade de nao sobrecarregar a notagdo, € usual adotar simplesmente o simbolo >
para denotar o processo de redugdo tanto em um passo quanto iterada.

exemplo 8.11 - Redugdo

Para cada item que segue, sugere-se como exercicio detalhar as substituicdes conforme a
definigdo 8.12 — Substitui¢ao:

al (A2.x+1)3D
(2.x+1)[x<3]=2.3+1=7

b| (AxAy.x +y) 5>
(Ayx+y)[x«—5]=Ay5+y

c| (AxAyx+y)5) 7D
(Ayx+y)[x«5])7=0QAy5+y)7D>
S+y)ly«<71=5+7=12

d| (AxAy.x-y) (Az.z/2) D>

 (yx-y) [x—A2.2/2] =Ay.(A2.2/2) -y

e (Ax.xx) (Ay.y) >
x x [x « Ay.yl = (Ay.y) (Ay.y) D>

 yly<«<ayyl =hyy

| ((xay.xy) (Ay.2) ) x>
(Ay.xy [x < Ay.z]) x = (Ay.(Ay.2) y) x D>
(Ay.2) yly < x] = (Ay.2) x>

, . z [y <« x] = 2

g (Axx.xx) (Ax.x x) >
X X [x « Jex x] = (Ax.x x) (Ax.x x)

h| ((AxAyrz.(xy)2) (AxAy.(x +y))3) 7D
((AyAz.(xy) 2) [x« AxAy.(x +y¥)]13) 7 = ((AyAz.(0xAy.(x +y) ¥)2)3) 7D
(Az.0xAy.(x+y)y)2) [y« 3]) 7 = ((Az.(xAy.(x + y) 3) 2) ) 7D
(AxAy.(x+y)3)2) [z« 7] = AxAy.(x+y)3) 7D
(Ay.x+y)[x«<3))7=QAy.3 +y)) 7D
B+y)ly«<71=3+7=10
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Observe que, nos primeiros quatro itens, bem como no Gltimo, foi feito o uso “informal” de
operagdes matematicas e de constantes que nao pertencem propriamente ao A-célculo. d

8.2.5 tipos de dados basicos

A seguir, é exemplificado como o cdlculo Lambda pode ser usado para modelar tipos de da-
dos. Como os termos no cdlculo Lambda sdo anénimos, no estudo que segue, para facilitar o
entendimento e simplificar a notagdo, o simbolo “:=" é introduzido para nomear A-termos.
Por exemplo:

identidade := Ax.x

Tipo booleano

Os valores possiveis para os elementos do tipo de dado booleano ou légico sdo verdadeiro e
falso. Ambos valores sao definidos como fungdes (A-termos) e sdo ilustrados a seguir (mode-
lagem conhecida como booleanos de Church).

exemplo 8.12 - Valores l6gicos
Os valores l6gicos sao definidos como segue:

verdadeiro := Ax.Ay.x e falso:= Ax.Ay.y
Portanto:

®m verdadeiro seleciona o primeiro entre dois termos da entrada, ou seja, a projecdo da
primeira componente;

m falso seleciona o segundo entre dois termos da entrada, ou seja, a projegao da segunda
componente. Q

Assim, as operagdes booleanas sdo definidas usando A-termos que tém como entrada um dos
valores l6gicos como exemplificados acima.

exemplo 8.13 — Negagao

A operagao de negagao l6gica -~ pode ser definida invertendo-se as opgdes de escolha:
- := Ap.p falso verdadeiro

Por exemplo, o cdlculo da negagao légica -~ para o argumento falso é como segue:

(Ap.p falso verdadeiro) falso >
falso falso verdadeiro > falso: proje¢do da segunda componente
verdadeiro a

exemplo 8.14 - Conjungao légica
A operagao de conjungao l6gica A definida da seguinte forma:

Alp, q) = (se p = falso, entdo falso; sendo q)
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pode ser representada pelo A-termo:
A 1= Ap.AQ.p q falso
entao, se p for substituido pelo valor |6gico:
m verdadeiro, seleciona o primeiro argumento da lista seguinte, que serd q, pois dele de-
penderé o valor da conjungao;

m falso, seleciona o segundo termo da lista, que é o A-termo que, por definigao, representa
o valor falso.

Por exemplo, o cdlculo da conjungdo l6gica A para os argumentos falso e verdadeiro é
como segue:

(Ap.Aq.p q falso) falso verdadeiro >

(\g.falso q falso) verdadeiro >

falso verdadeiro falso > falso: projecao da segunda componente
falso

Analogamente, o célculo da conjungao l6gica A para os argumentos verdadeiro e verda-
deiro é como segue:

(Mp.Aq.p q falso) verdadeiro verdadeiro >
(Ag.verdadeiro q falso) verdadeiro >
verdadeiro verdadeiro falso D> verdadeiro: proje¢do da primeira componente
verdadeiro a3
exemplo 8.15 - Se-entdo-sendo
A especificagao de:
se p entdo x senaoy

pode ser realizada simplesmente projetando a componente correspondente ao entao/senao,
dependendo do valor légico da condigdo. Assim, se o calculo da condigao for:

B verdadeiro, entdo projeta a primeira componente;
m falso, entdo projeta a segunda componente.

O correspondente termo é como segue:

se-entdao-senao := Ap.AX.AY.p XY Q

Tipo natural

Para modelar adequadamente o tipo de dado natural, deve-se antes estabelecer qual o uso
que se objetiva. Possivelmente, o uso mais intuitivo € o de contagem, o qual é ilustrado a
seguir (modelagem conhecida como numerais de Church).
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exemplo 8.16 — Nimeros naturais
Um ndmero natural n representa quantas vezes uma funcdo f é aplicada a uma entrada x:

n := M.
Assim, tem-se que:
0 := Af.x.x
1 := Af. . f(x)

2 := Af.x.f(f(x))
.

Observe que natural 0 e o valor légico falso sdo representados por A-termos equivalentes
alfabeticamente.

exemplo 8.17 — Sucessor

A operagao que recebe um numero natural como argumento e retorna seu sucessor pode ser
definida como:

sucessor := An.Af.Ax.f (n f x)

Essa definicdo de sucessor prevé a utilizagao de equivaléncia alfabéticas para a representagao
dos nimeros naturais (por exemplo, o natural n pode ser representado por Ag.Ay.g"(y)).
Com isso, se n é definido por Ag.Ay.g"(y), no cdlculo do sucessor acarretard no termo final
A Ax.F(f"(x)), que é equivalente a representacio Af.Ax.f"*1(x), definida paran + 1.

Por exemplo, o cdlculo do sucessor para o argumento 1 := Ag.AX.g(x) é como segue:

(nAfax.f (n fx) (Ag.Ay.gly)) D>

A f ((Ag.Ay.gly)) fx) D>

M.axf ((Ay.f(y)) x) D>

Afax.f (f(x) = 2 Q

exemplo 8.18 - Adicao

A operagao de adigao pode ser definida por meio da aplicagao repetida da fungao sucessor.
Assim:

adicao := An.Am.n sucessor m

Nesse termo, na adi¢do de x com y o argumento x é associado com n que, por atender
a definicdo de natural vista anteriormente, receberd como primeiro argumento a fungao
(sucessor) que sera aplicada repetida vezes (x vezes) ao segundo argumento (y que é as-
sociado com m). Por exemplo, o célculo da adigdo para os argumentos 2 := Af.Ax.f%(x) e
3 := AMf.Ax.f3(x), é como segue:

(An.Am.n sucessorm) 23>

(Am.2 sucessorm) 3 D>

2 sucessor 3 = Af.Ax.f3(x) sucessor 3>

Ax.sucessor?(x) 3 >

sucessor?(3) = sucessor(sucessor(3)) = sucessor(4) = 5 a
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8.2.6 recursao e ponto fixo

No célculo Lambda, uma fungdo ndo pode referenciar a si mesma diretamente. Entretanto,
pode usar a si mesma como parametro, permitindo entao, uma recursao. De certa forma,
o operador de ponto fixo implementa esta ideia, permitindo definir recursao no célculo
Lambda.

definicao 8.17 - Ponto fixo

Seja f: A — A uma fungdo. Entdo x € A é um ponto fixo de f se:
f(x) = x Q

Portanto, um ponto fixo de uma fungdo é um elemento do dominio tal que, quando aplicado
a funcgdo, resulta no préprio elemento.
exemplo 8.19 - Ponto fixo

Para as seguintes fungdes, os correspondentes pontos fixos sdao apresentados na coluna da
direita:

id:N—N qualquern€N
sucessor: N — N ndo tem
n: N—»N Oe1
n“-2n:N—N Oe3

Q

definicao 8.18 - Operador de ponto fixo
Um operador de ponto fixo M é um A-termo tal que, para qualquer A-termo F, é fato que:

MF=F(MF) Q

Portanto, um operador de ponto fixo € um A-termo que gera um ponto fixo para qualquer
funcgdo.

exemplo 8.20 - Operador de ponto fixo

O seguinte A-termo é um operador de ponto fixo:

M = Af.(Ax.f (x x) ) (Ax.f (x x))
De fato, M f é um ponto fixo de f, pois:

Mf=

(AF.(Ax.f (x x)) (Ax.f (x x)) fD>

(AxF(xx)) (A xf(xx))[fefl=(0xf(xx)) Oxf(xx) D>

(fF(xx) [xe=Mxf(xx)]=f(xf(xx)xf(xx)) =

fiMmf) Q
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exemplo 8.21 - Fatorial
Considere o seguinte A-termo:

F:=ArAn.(sen=0entdao1sendaon-*(r(n-1)))

Entao, o fatorial pode ser definido como (suponha M como definido em exemplo 8.20 — Ope-
rador de ponto fixo):

Fat:= MF
Por exemplo, o cdlculo de Fat para o argumento 3 € como segue:

MF3 =

FIMF)3 =

an(sen=0entago1senaon*(r(in-1)))(MF) 3 =
(An.(sen=0entdao1sendaon*((MF)(n-1))))3 =
se3=0entdao1senao3+*(MF)(3-1)) =

3*((FIMF)) 2) =
3e(Aran(sen=0entdo1sendon*(r(n-1))(MF) 2) =
3*((Mn.(sen=0entdao1senaon*((MF)(n-1))) 2) =
3e(se2=0entao1sendao2+*((MF)(2-1))) =
3*(2+(FIMP) 1)) =

32+ (ArMn(sen=0entao1senaon*(r(n-1))(MF) 1)) =
3*(2+*((n(sen=0entdo1sendaon*((MF)(n-1)))) 1)) =
3*(2*(se1=0entdol1sendao1+*(MF)(1-1))) =
3*(2(1+((F(MF)0)) =
3e(2*(1*(ArAn.(sen=0entdao1sendaon-*(r(n-1))(MF) 0)) =
3*(2*(1*((n(sen=0entaol1senaon*((MF)(n-1)))0)) =
3*(2*(1*(se0=0entao1senao0+*((MF)(0-1)))) =
3(2(1+1)) =

30(2°1) =

3e2=

6

Observe que em MF3 a recursao é dada pelo surgimento de “novas cépias” de MF. Q

8.2.7 calculo Lambda e computabilidade

O A-célculo é equivalente, computacionalmente, a qualquer linguagem de programacao (e,
portanto, é equivalente, computacionalmente, a maquina de Turing). Se um A-termo for visto
como um programa, e o processo de redugao como sua execugao, pode-se associar a cada
termo da forma Ax.M um programa que computa uma fungao (parcial ou total?) com entra-
da x e corpo de comandos M (normalmente dependente de x). O resultado de tal programa
seria o termo obtido apés um nimero finito de redugdes e tal que ndo possa ser mais redu-
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zido. Entretanto, para continuar com tal entendimento, € necessario observar os seguintes
pontos:

‘a| O processo de redugdes, em alguns casos, nao para (veja exemplo abaixo);
L O processo de redugdes ndo é deterministico, pois as redugdes ndo tém ordem preferen-

cial de aplicagdo. Veja o seguinte exemplo que, conforme a sequéncia escolhida, produz
“resultados” diferentes. Seja:

(Ax.2) ((Ay.y y) (Ay.y ¥))

ao qual, aplicando-se sempre a redugdo ao redex mais a direita, resulta em uma sequéncia
infinita de aplicagdes.

(Ax.2) ((Ay.y y) (Ay.y y)) &
(Ax.z) ((Ay.y y) (Ay.y y)) D>
(Ax.z) (Ay.y y) (Ay.y y)) ...

ou, aplicando-se a redugdo mais a esquerda, tem-se que:
(Ax.2) ((Ay.y y) (y.y y) B 2

Observe que, em qualquer momento que for aplicada uma redu¢do mais a esquerda na pri-
meira sequéncia de redug¢des, obtém-se z, que obviamente ndo pode ser mais reduzido. Isto
é, o exemplo acima tem a interessante propriedade de que qualquer sequéncia de redugdes
ou nao para, ou tem como resultado o mesmo que as outras sequéncias.

Assim, é preciso ter que, se um A-termo possui resultado definido a partir de alguma sequén-
cia de redugdes, entdo esse resultado é Gnico, isto é, qualquer outra sequéncia que produza
resultado definido produz o mesmo resultado. De fato, esse resultado vale, mas ndo serd
demonstrado.
definicao 8.19 - Igualdade induzida por redugao beta
Sejam M e N dois A-termos. A igualdade induzida por B-redugdo, denotada por:

M =B N

ocorre se, e somente se, existe um A-termo K tal que (considerando a a-redugdo como in-
cluida na relagao [>):

MD>K e NDPK Q
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O seguinte teorema estabelece que o formalismo célculo Lambda é equivalente ao formalis-
mo maquina de Turing, bem como aos demais formalismos equivalentes estudados. O teo-
rema nao sera demonstrado.

teorema 8.20 - Cadlculo Lambda e fungao computavel

Uma fungao f: N — N é computavel se, e somente se, existe um termo Lambda F tal que, para
qualquer x, y € N:

F(X) =y se, esomentese, X =B Y Q

8.3 ~—+ fungdes recursivas e ciéncia da computacao

8.3.1 importancia das fungoes recursivas

O estudo das fungdes recursivas e da recursdo em geral é de fundamental importancia na
ciéncia da computagdo. Nao apenas sdo formalismos tdo poderosos como as maquinas uni-
versais, como também fornecem uma abordagem (denotacional) completamente diferente
da operacional. Em comparagao com as maquinas universais, possuem um poder de expres-
sao significativo, no sentido em que uma simples fung¢do pode representar um algoritmo
consideravelmente complexo.

Em muitas instituigdes de ensino, linguagens baseadas em fungdes recursivas sdo usadas
como uma primeira linguagem de programacgao. A grande vantagem é que um aluno com
algum conhecimento de fungbes matematicas e sem qualquer conhecimento prévio de com-
putagao pode desenvolver programas com razoaveis niveis de complexidade e em pouco
tempo (em alguns casos, em minutos).

Além disso, funcdes recursivas e, em particular, o cdlculo Lambda possuem importantes apli-
cagOes em outros contextos da ciéncia da computagao, por exemplo, l6gica.

De qualquer forma, quase a totalidade das linguagens de programagdo modernas como Pas-
cal ou C possuem recursdo como um construtor basico de programas. A arquitetura da maio-
ria dos atuais computadores possui ainda facilidades para implementar recursdo. Consequen-
temente, o processamento de recursao possui, em geral, bons niveis de eficiéncia.
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8.3.2 linguagem de programacao funcional

No que segue, é exemplificada a aplicagdes das fungdes recursivas e, em particular, do célculo
Lambda no contexto da programacado funcional, usando como exemplo uma breve introdu-
gao da linguagem Haskell. Na leitura, sugere-se atengao especial na identificagdo da seme-
Ihanga de Haskell com o célculo Lambda.

A programacao funcional é um estilo de programacado baseada em fungdes e composicéo
de fungdes (constituindo um programa) em vez de comandos. Assim, um programa € uma
expressao funcional a qual é avaliada, e ndo uma sequéncia de comandos a serem executados
por um computador (como em Pascal, por exemplo).

Uma linguagem de programagao funcional € uma linguagem que suporta e encoraja esse
estilo de programacgao. Assim, resumidamente, uma linguagem de programacgao funcional
pode ser considerada como operagdes tipadas (ou seja, com tipos associados) e construtores
que permitem definir novos tipos e operagdes mais complexos. Inclusive, uma linguagem de
programacgao funcional considerada pura ndo possui varidveis e nem atribuigdes. Portanto,
uma linguagem de programagdo funcional é composta basicamente por:

B tipos primitivos de dados da linguagem;

constantes de cada tipo primitivo de dado;

operagdes as quais sao fungdes sobre os tipos primitivos de dados da linguagem;
construtores que permitem definir novos tipos e operagdes derivados dos tipos e opera-
¢oes da linguagem.

Haskell é um exemplo de linguagem de programagao funcional pura na qual todas as fun-
¢Oes devem seguir 0 conceito matematico de fungao, isto é, os mesmo valores do dominio
(pardmetros atuais) aplicados a funcdo resultam nos mesmos elementos do contradominio
(produz as mesmas saidas). Ou seja, o resultado da aplicagdo de uma fungéo é independente
de qualquer estado implicito do sistema. Por exemplo, considere o seguinte exemplo de fun-
¢ao constante em Haskell:

X =1

Trata-se de uma fungao constante a qual sempre retorna o valor 1. Considere também a se-
guinte fungdo:

f X=X+ 1
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Trata-se de uma fungdo £ que, para o parametro x, retorna o valor x + 1. Ou seja, sdo exem-
plos de fungdes em Haskell que satisfazem o conceito de fungdo matematica.

Considere o seguinte exemplo (menos trivial) de fungdo em Haskell para calcular as raizes de
uma equacao polinomial de segundograuax* + bx +c=0

baskara a b ¢ =

let delta = b*b - 4*a*c

in ( (-b + sqgrt(delta))/(2*a),
(-b - sgrt(delta))/(2*a) )

Trata-se de uma fungao que, para a, b e ¢, retorna o par ordenado de valores corresponden-
do as raizes da equagao. A palavra chave let é usada para declarar delta, a qual fica aces-
sivel apenas dentro do escopo da fung¢do baskara. Por exemplo, aplicando os valores 1, -5
e 6, a expressao seria reduzida (no sentido da redug¢do do célculo Lambda) pelo computador
de forma similar a seguinte sequéncia:

baskara 1 -5 6

let delta = (-5)*(-5) - 4*1*¢6
in ( (5 + sqrt(delta))/(2*1),
(5 - sqgrt(delta))/(2*1) )

let delta = 1
in ( (5 + sqrt(delta))/2,
(5 - sqrt(delta))/2 )

( (5+ 1)/2,
(5 - 1)/2)

(3, 2)
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8.4 ~—3 conclusoes

Neste capitulo, foram estudados dois formalismos do tipo denotacional, baseados em fun-
¢Oes recursivas:

B Fungdes recursivas parciais, ou fungdes recursivas de Kleene, as quais sdo fungdes par-
ciais definidas recursivamente sobre trés fungdes naturais basicas: nimero zero, sucessor
e projegao, juntamente com as operagdes substitui¢do composicional, recursdo primitiva
e minimizagao;

m Célculo Lambda, formalismo para definicao de fungao, aplicagdo de fungao e recurséao.
O célculo objetiva verificar a igualdade de termos da linguagem e pode ser interpreta-
do como um “passo computacional” na busca de um “valor” representativo para um
A-termo qualquer. Portanto, a redugdo pode ser vista como uma operacionaliza¢ao do
A-célculo.

A importancia do calculo Lambda transcende o estudo da computabilidade, tendo importantes
aplicagoes no estudo da l6gica e das linguagens de programagao. No contexto das linguagens
de programacao funcionais, uma breve introdugao da linguagem Haskell foi apresentada.

Ambos formalismos sao equivalentes ao formalismo méaquina de Turing, bem como aos de-
mais formalismos equivalentes estudados, o que significa dizer que formalizaram o que é
possivel computar em um computador.

8.5 -—3 exercicios

sucessor e adicao, verifique se
existem outras formas de definir equivalentemente as fungoes f ., f4.ic € f;,ac apresentadas
no exemplo 8.1 — Substituigdo de fungdes — fungdes constantes.

exercicio 8.1 Usando as fungdes recursivas parciais f, .,

exercicio 8.2 Compare e diferencie claramente as fungoes f,,,, (exemplo 8.1 — Substituigao
de fungdes — fungdes constantes) e a fungdo constante const,,, ., (exemplo 8.4 — Minimiza-
¢ao — fungdao nimero zero).

exercicio 8.3 Determine o valor de sub(2, 3) para a funcdo recursiva do exemplo 8.6 — Mi-
nimizagao, recursao primitiva — subtragao.

exercicio 8.4 Desenvolva fungdes recursivas totais sobre N para as seguintes operagdes:

a Multiplicagao;
b | Quadrado (n?);
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€ Fatorial (n!).
Sugestdo: use a fungao recursiva de adigdo definida nos exemplos.

exercicio 8.5 As fungdes recursivas de Kleene sdo definidas sobre N. Como poderia ser uma
fungdo recursiva para tratar palavras?

exercicio 8.6 Usando a solugao do exercicio acima, demonstre que as fungdes que seguem
sao recursivas (Kleene). Em cada caso, verifique se é total ou parcial (suponha Z = { a, b }):

‘a esquerda: Z* — Z* tal que retorna o primeiro simbolo de x;
‘b direita: Z* — =* tal que retorna o Gltimo simbolo de X;
¢ comprimento: =* — { a }* tal que retorna o nimero de simbolos que compdem X, em
~ unério;
d ordem lexicogréfica: { a }* — Z* tal que retorna a x-ésima palavra (valor em unério)
~ naordem lexicogréfica;
‘e | compara: (£*)? — =* tal que retorna:
g, SeX =Y
a,sex>y
b,sex<y

exercicio 8.7 Fungao de Ackermann. A fungao de Ackermann é um importante exemplo
no estudo das fungdes recursivas e das fungdes recursivas primitivas (fungdes recursivas,
mas totais e sem minimizagdo). Historicamente, foi considerada a possibilidade de que as
fungdes recursivas primitivas definissem a classe das fungdes totais computaveis. Entretanto,
a funcdo de Ackermann (prova-se) € um exemplo de fungdo recursiva (total) a qual ndo é
primitiva.
A fungdo de Ackermann ack: N? — N ¢ tal que:

ack(0,y) =y + 1

ack(1,0) =2

ack(x, 0) =x+ 2, parax =2
ack(x + 1,y + 1) = ack(ack(x, y + 1), y)

‘a  Adefinigdo acima satisfaz a definigao de fungao recursiva?
‘b Calcule, passo a passo:

ack(0,0) =1
ack(2,1) =5
ack(2,2) =7

€ | Defina, formalmente, a fungdo recursiva de um argumento ack(x, 2)
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exercicio 8.8 Em relacdo ao exemplo 8.11 — Reducgdo, detalhe as substitui¢des, conforme a
definigdo 8.12 — Substituigao.

exercicio 8.9 Usando os exemplos referentes aos tipos booleano (exemplo 8.12 - Tipo
booleano) e natural (exemplo 8.13 ~ Tipo natural), desenvolva A-termo para:

‘a Operagao ou légico;

‘b | Teste se é zero;

€ | Teste se é menor ou igual;

‘d | Operagao predecessor, na qual:
pred(0) =0
pred(n) =n-1,paran>0

@ Teste se é nUmero par;

f | Operagao multiplicagao;

‘g | Operagdo exponencial.

exercicio 8.10 Em relagdo a composigao de fungdes:

'_ a J Desenvolva um A-termo correspondente @ composigao de uma fungao f consigo mesma,
ouseja, fof
‘b | Aplique a solugdo do item acima para f(x) = x + 1

exercicio 8.11 Desenvolva um A-termo correspondente & seguinte fungao:

ftx) = Joty)

y=0
exercicio 8.12 Considere os seguintes A-termo:

teste,, (n) := An.n(Ax.falso) verdadeiro
predecessor(n) := An.Af.Ax( n(Azaw.w(z f) )(Aw.x) (Au.u) )

‘a | Compare os termos teste,,,, e predecessor definidos acima com os seus termos desen-
volvidos nos correspondentes exercicios anteriores;

‘b | Usando os exemplos referentes aos tipos booleano (exemplo 8.12 — Tipo booleano), na-
tural (exemplo 8.13 - Tipo natural) e operador de ponto fixo (exemplo 8.15 — Operador
de ponto fixo), bem como os termos definidos no enunciado deste exercicio, desenvolva
um A-termo correspondente a seguinte fungdo:

0 se x =0
f(x) =41, se x =1
f(x=1) +f(x-2), caso contrario
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exercicio 8.13 Considere o seguinte A-termo:

teste_. (n) := An.n(Ax.x falso verdadeiro) verdadeiro

par

fa | Compare o termo teste,,, definido acima com o seu termo desenvolvido no correspon-
dente exercicio anterior;

? Usando os exemplos referentes aos tipos booleano (exemplo 8.12 - Tipo booleano), na-
tural (exemplo 8.13 - Tipo natural) e operador de ponto fixo (exemplo 8.15 — Operador
de ponto fixo), bem como os termos definidos no enunciado deste exercicio e dos ante-
riores, desenvolva um A-termo correspondente a seguinte fungao:

0, se x =0
f(x) =¢f(x=1) +1, se x for impar
f(x-2) +2, caso contrario

Termos-chaves

abstragdo lambda, p. 224 fungdes Turing-computaveis totais, p. 216
aplicagao lambda, p. 224 gramatica irrestrita, p. 215
cdlculo Lambda, p. 215, p. 229 gramatica livre do contexto, p. 215
classe das fungdes recursivas parciais, p. 218  gramatica regular, p. 215
classes das fungdes Turing-computaveis, hierarquia de Chomsky, p. 215

p. 215 linguagem Lambda, p. 224, p. 225
funcao recursiva parcial, p. 215, p. 221 teoria da computagdo cléssica, p. 215
fungdo recursiva total, p. 216, p. 222 termo lambda, p. 224
fungdo recursiva de Kleene, p. 215 variavel ligada, p. 226

fungdes Lambda-computaveis, p. 215 variavel livre, p. 226






capitulo

‘computabilidade

O estudo da computabilidade objetiva determinar a

solucionabilidade de problemas (existéncia de algoritmos).

Portanto, investiga os limites do que pode ser implementado em

um computador evitando a pesquisa de solucoes inexistentes.

A abordagem é centrada nos problemas de decisao

(do tipo sim/nao) e usa frequentemente o principio da reducao:
investigacao da solucionabilidade de um problema a partir de outro.
Infelizmente, muitos dos problemas importantes sao nao solucionaveis
como o detector universal de loops. De fato, informalmente falando,
existem muito mais problemas nao solucionaveis do que solucionaveis.
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Ser ou nao ser,
parar ou nao parar,
eis ag nquestoes...

O objetivo do estudo da computabilidade é determinar a solucionabilidade de problemas,
ou seja, Investigar a existéncia ou nao de algoritmos que solucionem determinada classe de
problemas. Mais ainda, investigar os limites da computabilidade e, consequentemente, os
limites do que pode efetivamente ser implementado em um computador. Por consequéncia, o
estudo da solucionabilidade objetiva evitar a pesquisa de solucdes inexistentes de problemas.

Um exemplo de problema que nao tinha solucdao, mas que foi estudado por muitos anos
(cerca de 70 anos) fol um dos 23 problemas propostos por David Hilbert, em Paris, no ano
de 1900, durante o Il Congresso Internacional de Matematica. Ele apresentou uma lista de
23 problemas ainda nao solucionados, que seriam o desafio para 0 novo século. Entre eles,
consta como o décimo problema o seguinte enunciado:

Dada uma equacao diofantina P(ay,...,a,) = 0, onde P € um polinbmio com coeficientes
Inteiros, quer-se saber se existe um procedimento efetivo que seja capaz de determinar, em
um tempo finito, se suas raizes sao inteiras.

Sabe-se que as equacodes diofantinas sao equacdes algébricas com coeficientes inteiros.

Buscava-se estabelecer fundamentos rigorosos para a aritmeética, visando representar todas as
leis cientificas em equacdes matematicas. O principio era estabelecer a consisténcia formal da
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aritmética e, em seguida estender as demais areas do conhecimento. Procurou-se definir uma
linguagem puramente sintatica (sem significado) denominada de sistema formal. Recaiu-se
entao no problema da existéncia ou nao de um procedimento mecanico efetivo que decidisse
a veracidade ou falsidade de qualquer enunciado aritmético.

Em 1928, David Hilbert propds o problema de decisdo (também conhecido como Entschel-
dungsproblem). O qual questionava a existéncia de um procedimento mecanico (baseado no
trabalho de Gottfried Leibniz, que buscava mecanismo mecanico de manipulacao de formu-
las) capaz de decidir se, dado um enunciado (proposicao) da logica de primeira ordem, ele
seria valido ou nao, em um tempo finito.

Esta ideia de considerar a matematica um sistema formal empolgou os matematicos no sé-
culo XIX. Pretendia-se obter uma teoria aritmética como um sistema formal consistente e
completo. Isso infelizmente nao foi possivel, como foi afirmado por Kurt Gédel (em 1931) em
seu teorema da ndao completude (incompleteness theorem):

lodas as formulacdes axiomaticas consistentes da teoria dos numeros incluem proposicoes
indecidivels, ou seja, que nao podem ser provadas como verdadeiras ou como falsas.
Portanto, se um sistema formal é consistente, ele ndo pode ser completo, e a consisténcia
dos axiomas nao pode ser provada usando o proprio sistema formal.

A demonstracao usou uma codificacao de primos (numero de Godel), de forma que as formu-
lacbes axiomaticas eram codificadas em numeros naturais.

A resolucao do problema de decisao comecou a apresentar resultados em 1936, quando
Alonzo Church provou gque nao existia nenhum algoritmo definido por meio de funcées re-
cursivas que decidisse se, para duas expressoes dadas em calculo Lambda, elas seriam ou nao
equivalentes. Alan Turing também contribuiu na resolucao do problema de decisao, transfor-
mando-o0 em um problema da parada em sua maqguina.

Na resolucao do problema de decisao, uma boa parte do sucesso se deu pelo uso da técnica
da reducao (principio da reducao), na qual partes de um problema sao transformadas em
outro, o que permite usar resultados ja conhecidos para se obter a resolucdo de partes do
problema atual e, assim, resolvé-lo.

A solucao definitiva do problema de decisao fol apresentada em 1970, pelo matematico Yuri
Matiyasevich, o qual provou que tal procedimento efetivo (algoritmo) ndo existe. A prova é
complexa, envolvendo teoria dos numeros e resultados anteriores sobre este problema. Basi-
camente, se tem:

Se R é uma relacdo que pode ser codificada em um numero natural, entao R é uma equacao
diofantina se, e somente se, R é enumeravel.

O resultado disso € que o conjunto das equacdes diofantinas com raizes inteiras nao é solu-
cionavel (decidivel).

Neste capitulo, a abordagem apresentada concentra-se nos problemas com respostas bina-
rias do tipo sim ou nao, os quais serao referidos simplesmente como problemas sim/ndo ou
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problemas de decisao. Portanto, um problema de decisao é uma questdo sobre um sistema
formal com uma resposta do tipo sim ou nao. Por exemplo:

Dados dois numeros naturais, eles sao primos entre si?

A resposta para tal problema pode ser sim ou nao, dependendo dos numeros tomados. Um
problema de decisao também pode ser formalizado como o problema de verificar se uma de-
terminada palavra pertence ou nao a uma linguagem formal. O conjunto contém exatamente
as palavras para as quais a resposta a pergunta é sim.

Assim, os problemas de decisao sao problemas que objetivam determinar se um dado elemen-
to de algum universo pertence ou nao a um determinado conjunto A (ou, equivalentemente,
se satisfaz uma determinada propriedade). Se existir um algoritmo que receba como entrada
um elemento qualquer x e retorne como saida sim, caso x pertenca ao conjunto A, ou nao,
caso contrario, entao se diz que o problema de decisao para o conjunto A ¢é solucionavel. Do
contrario, se nao existir um algoritmo capaz de tazer essa avaliacao, entao se diz que o pro-
blema de decisao para o conjunto A é nao solucionavel. Tradicionalmente, é comum definir-se
o problema de decisao em termos do conjunto de entradas para as quais o problema retorna
sim. Nesse sentido, um problema de decisao é equivalente a uma linguagem formal.

Infelizmente, muitos dos problemas interessantes e importantes para a Ciéncia da Computa-
cao, bem como para as ciéncias em geral, sao nao solucionaveis. Alguns exemplos de pro-
blemas nao solucionaveis de fundamental importancia para a Ciéncia da Computacao sao os
sequintes (introduzidos informalmente):

Detector universal de loops. Dados um programa e uma entrada quaisquer, nao existe
algoritmo genérico capaz de verificar se 0 programa vai parar ou nao para a entrada. Este
problema é universalmente conhecido como o problema da parada;

Equivaléncia de compiladores. Nao existe algoritmo genérico que sempre pare capaz de
comparar quaisquer dois compiladores de linguagens livres do contexto (reconhecidas
pelo formalismo autdbmato com uma pilha ndo deterministico), como Pascal, e verificar se
sao equivalentes, ou seja, se, de fato, reconhecem a mesma linguagem.

o)

|

Alguns problemas nao solucionaveis sao parcialmente solucionaveis, ou seja, existe um algo-
ritmo capaz de responder sim, embora, eventualmente, possa ficar processando indefinida-
mente para uma resposta que deveria ser nao. Como o leitor ja deve ter intuido, problemas
parcialmente solucionaveis sao computavels e, portanto, tem-se que:

a classe dos problemas parcialmente solucionaveis é equivalente a classe das linguagens
enumeraveis recursivamente

E Interessante comparar o cardinal da classe dos problemas computaveis com o cardinal da
classe dos problemas ndo computaveis, pois tal relacéo fornece uma nocao de grandeza. O
seguinte pode ser estabelecido (tal estudo nao é detalhado):

B 3 classe dos problemas computaveis é contavel;
B a classe dos problemas nao computaveis é nao contavel.



Capitulo 9 “—* Computabilidade 249

Assim, informalmente, pode-se afirmar que o cardinal da classe dos problemas ndo computa-

vels € “multo maior” que o da classe dos problemas computavels, ou seja, existem muito mais
problemas nao computaveis do que computavels.

O estudo da solucionabilidade de um problema é feito, em geral, usando o principio da re-
ducao, o qual consiste, basicamente, na investigacao da solucionabilidade de um problema a

partir de outro, cuja classe de solucionabilidade € conhecida. O principio da reducao pode ser
resumido como segue (veja a figura 9.1):

@ SejJam A e B dois problemas de decisao. Suponha que é possivel modificar (“reduzir”) o
Problema A de tal forma que ele se porte como um caso do Problema B;

E] Se A é nao solucionavel (respectivamente, nao computavel), entdo, como A é um caso de
B, conclui-se que B também é nao solucionavel (respectivamente, ndo computavel);

\ C \ Se B é solucionavel (respectivamente, parcialmente solucionavel) entdo, como A € um caso
de B, conclui-se que A também é solucionavel (respectivamente, parcialmente solucionavel).

Problema A P

2 D
Problema B

figura 9.1 Principio da reducao.

solucionavel

IDAN|OSUI

Como ilustracao do principio da reducao, considere o caso de um aluno de um curso de
ciéncia da computacao. Para se formar, ele necessita ser aprovado em todas as disciplinas
gue compdem a grade curricular do curso, entre elas, a disciplina de teoria da computacao.
Considere entao os problemas:

Problema A: “O aluno foi aprovado em teoria da computacao?”
Problema B: “O aluno vai se formar?”

Se determinado aluno x, nao é aprovado em teoria da computacao, ou seja, a resposta do
Problema A é nao, pode-se determinar a solucao do Problema B, para tal aluno, pois para
se formar, precisa ter sido aprovado em teoria da computacao. Logo, o aluno x nao se forma-
ra (pelos menos até conseguir a aprovacao nessa disciplina).

Ja um outro aluno y tem sua formatura confirmada, ou seja, sabe-se que a resposta do Pro-
blema B é sim, logo, o aluno y também fol aprovado em teoria da computacao (e nas de-
mais disciplinas da grade curricular) e, portanto, a resposta do Problema A também é sim.
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9.1 -—> classes de solucionabilidade de problemas

O conjunto de todos os problemas pode ser particionado de diversas formas. Uma maneira
consiste nas duas classes ilustradas na figura 9.2, induzidas pelas definicbes que sequem.

definicao 9.1 — Problema solucionavel

Um problema é dito solucionavel, totalmente solucionavel ou decidivel se existe um algoritmo

(maquina universal) que solucione o problema tal que sempre para para qualquer entrada,
com uma resposta afirmativa (ACEITA) ou negativa (REJEITA). a

definicao 9.2 — Problema nao solucionavel

Um problema é dito nao solucionavel ou nao decidivel se ndo existe um algoritmo (maquina
universal) que solucione o problema tal que sempre para para qualquer entrada. d

Universo de todos os problemas

Solucionaveis Nao solucionaveis

- >

figura 9.2 Particionamento do conjunto de todos os problemas em classes.

Outra maneira de se particionar o conjunto de todos os problemas consiste nas duas classes
llustradas na figura 9.3, induzidas pela definicao que seque.

definicao 9.3 — Problema parcialmente solucionavel ou computavel

Um problema é dito parcialmente solucionavel ou computavel se existe um algoritmo (maqui-
na universal) que solucione o problema tal que pare quando a resposta é afirmativa (ACEITA).

Entretanto, quando a resposta esperada for negativa, o algoritmo pode parar (REJEITA) ou
permanecer processando indefinidamente (LOOP). a

definicao 9.4 — Problema completamente insoldvel ou ndo computavel

Um problema é dito completamente insoluvel ou ndo computavel se ndo existe um algoritmo

(maquina universal) que solucione o problema tal que pare quando a resposta é afirmativa
(ACEITA). a

Universo de todos os problemas

~
Parcialmente Completamente
solucionaveis insoluveis
(computaveis) (Nao computaveis)
J

figura 9.3 Particionamento do conjunto de todos os problemas em classes.
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E importante observar que alguns problemas nao solucionaveis sao parcialmente soluciona-
vels. Em relacao ao relacionamento das classes de problemas, as seguintes conclusées podem
ser estabelecidas (veja a figura 9.4):

B 3 unido das classes dos problemas solucionaveis e dos nao solucionaveis € o universo de
todos os problemas;

B a unido das classes dos problemas parcialmente solucionaveis e dos completamente inso-
lGvels € o universo de todos os problemas;

B a classe dos problemas parcialmente solucionaveis contém propriamente a classe dos pro-
blemas solucionaveis e parte da classe dos problemas nao solucionaveis;

B todo problema solucionavel é parcialmente solucionavel;

B existem problemas nao solucionaveis que possuem solucao parcial;

B 0s problemas completamente insolUvels nao possuem solucao total nem parcial.

Para qualquer algoritmo que solucione um problema parcialmente solucionavel que é nao
solucionavel, sempre existe pelo menos uma palavra de entrada que faz com que o algoritmo
fique processando indefinidamente.

Universo de todos os problemas

4 )
Solucionaveis Nao solucionaveis
\_ J
Parcialmente Completamente
l solucionaveis insolUveis I

Computaveis Nao computaveis

figura 9.4 Relacao entre as classes de problemas.

9.2 +—+ problemas de decisao

Neste capitulo, sao tratados alguns problemas de decisao ou do tipo sim/nao. A ideia basi-
ca é verificar se a funcao associada a eles é ou nao computavel em uma maquina universal.
Como, pela hipbétese de Church, uma maquina universal € o dispositivo mais geral de com-
putacao, se a solucao de um problema nao puder ser expressa por uma maquina universal,
entao tal problema é completamente insoluvel.

A esséncia de um problema de decisao é dada pela seguinte idela: dado um programa P para
uma maquina universal M, decidir se a fungdo computada (P, M) é total (ou seja, se a corres-
pondente computacao é finita). Lembre-se de que alguns dos formalismos estudados, como

a maquina de Turing, constituem, de fato, um programa para uma maquina.

Assim, nao solucionabilidade refere-se a inexisténcia de um meétodo geral e efetivo para de-
cidir se um programa para uma maquina universal para para qualquer entrada. E importante



252 Teoria da Computacao: Maquinas Universais e Computabilidade

reparar que o que esta sendo discutido sao métodos gerais. Portanto, é perfeitamente possi-
vel existir métodos especificos para programas particulares.

A existéncia de problemas nao solucionaveis € importante por diversas razoes, por exemplo,
demonstrar limitacdes da capacidade de se expressar solucdes por meio de programas.

Adicionalmente, a existéncia de um problema nao solucionavel pode ser usada para verificar
qgue outros problemas também o sdo. Isso é possivel usando o principio da reducao, o qual
consiste em “reduzir” o problema que se esta investigando em outro problema que ja se saiba
ser nao solucionavel.

observacao 9.5 — Solucionabilidade de problemas x problema de reconhecimento de
linguagens

A Investigacao da solucionabilidade de problemas em maquinas universais pode ser vista

como um problema de reconhecimento de linguagens. A vantagem de tal abordagem é que

a verificacao da solucionabilidade de um problema pode ser tratada como a verificacao se

determinada linguagem é recursiva, associando as condicoes de ACEITA/REJEITA de uma
maqguina universal as respostas sim/nao, respectivamente. Consequentemente, tem-se que:

a classe dos problemas solucionaveis é equivalente a classe das linguagens recursivas

Assim, a questao da solucionabilidade de um problema pode ser traduzida como uma inves-
tigacao se a linguagem gerada é recursiva (problema solucionavel) ou enumeravel recursiva-
mente (problema parcialmente solucionavel). 3

9.3 -—+ codificacdo de programas

Alguns problemas de decisao sao definidos sobre programas ou maquinas. Assim, é neces-
sario estabelecer uma forma de codificar programas ou maquinas.

No capitulo 4 — maquinas de registradores — Norma, foi mostrado como codificar um progra-
ma como um numero natural. Como consequéncia, problemas de decisao sobre programas
podem ser traduzidos em problemas de decisao sobre o conjunto dos naturais. Uma desvan-
tagem da funcao de codificacao introduzida, denominada de codigo, é que nao ¢ bijetora
(mas é injetora). De fato, nem todo numero natural é codificacao de algum programa. Tal
problema pode ser contornado como exemplificado a seqguir.

A abordagem é especifica para programas monoliticos (para a maquina Norma), mas pode
facilmente ser generalizado para os demais tipos de programas e para maguinas universails.

exemplo 9.1 — Codificacao bijetora de programas

Seja P o conjunto de todos os programas do tipo que esta sendo considerado (monolitico,
Iterativo ou recursivo). Considere a sequéncia de inteiros pg, P1. P3...- Tormada pelos cédigos
dos programas de P (ordenados pela relacdo “menor” sobre os naturais). Entao:

coédigo bij: P— N
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onde, para qualquer P € P, se o cddigo de P é p,,, entao (veja a figura 9.5):

codigo bij(P) = n

cédigo bij
codigo
P N N
R Po 0
W > P ]

figura 9.5 Funcao bijetora de codificacao de programas.

Claramente, cada programa é associado com um natural e vice-versa, ou seja, codigo bij €
uma funcao bijetora. Um algoritmo para determinar codigo bij(P) é como segue:

B calcula p = codigo(P)

B verifica (usando decodificacao — sugerido como exercicio) quantos numeros naturais me-
nores do que p sao codificacdes de programas. Suponha gue sejam n naturais que satis-
facam tal condicao;

B entdo cédigo bij(P) = n + 1

A Inversa da funcao codigo bij (que, obviamente, também é bijetora):
c6digo bij’: N — P

é tal que, para qualquer natural, retorna o correspondente programa. Um algoritmo para
determinar cédigo bij " (n) é como segue:

B verifica (usando decodificacao) os n primeiros numeros naturais que denotam codificacées
de programas. Suponha que p é o n-ésimo natural que satisfaz tal condicao;
B assim, 0 n-ésimo programa sera a decodificacao de p. .

9.4 -—+ problema da autoaplicacao

O problema da autoaplicacao € um problema nao solucionavel (mas parcialmente soluciona-
vel) de natureza artificial, possuindo, por si s6, aplicacao restrita. Entretanto, € de fundamen-
tal importancia, pois pode ser usado como base na demonstracao de que outros problemas
também sao nao solucionaveis (ou parcialmente solucionaveis).
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definicao 9.6 — Problema da autoaplicacao
O problema da autoaplicacao € como segue (versao para a maquina Norma):

Dado um programa monolitico arbitrario P para a maquina Norma, decidir se a funcao
computada (P, Norma) é definida para p, onde p é a codificacao de P 3

Em outras palavras, o problema da autoaplicacao deve decidir, dado um programa monolitico
arbitrario P para Norma, se a computacao de P em Norma termina ou nao, para a entrada p.

O problema da autoaplicacao pode ser redefinido como uma linguagem, como segue:

Laa = { P | (P Norma)(p) é definida,
P é programa monolitico para Norma e p = codigo_bij(P) }

Assim, a questao da solucionabilidade do problema da autoaplicacéo é traduzida como uma
iInvestigacao se a correspondente linguagem é recursiva (problema solucionavel) ou enumera-
vel recursivamente (problema parcialmente solucionavel).

No que segue, para um programa P para a maquina Norma e para uma entrada n, € suposto
que:

n € ACEITA(P) se, e somente se, (P, Norma)(n) = 0
n € REJEITA(P) se, e somente se, (P, Norma)(n) = 1
n € LOOP(P) se, e somente se, (P, Norma)(n) é indefinida

teorema 9.7 - Problema da autoaplicacao é parcialmente solucionavel

A linguagem Ly, que traduz o problema da autoaplicacao é enumeravel recursivamente.

= Prova:
Para provar que L, , € enumeravel recursivamente, € necessario mostrar que existe um progra-
ma monolitico Q para Norma, tal que:

ACEITA(Q) = Lya
REJEITA(Q) U LOOP(Q) = N - Lpa

Sejam P um programa monolitico qualquer para Norma e Q um programa monolitico para
Norma capaz de simular qualquer outro programa.

O programa Q é tal que recebe como entrada p = codigo bij(P) e simula P para a entrada
p (como este programa pode ser definido? ). Adicionalmente:

B p € ACEITA(Q) se, e somente se, (P, Norma)(p) é definido, ou seja, a computacao de P
em Norma é finita;

B p € LOOP(Q) se, e somente se, a computacao de P em Norma € infinita;

B REJEITA(Q) = D (consequéncia dos dois casos acima).

Portanto:

ACEITA(Q) = La
REJEITA(Q) U LOOP(Q) = N - La
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Logo, L, € enumeravel recursivamente, e, portanto, o problema da autoaplicacdo é parcial-
mente solucionavel. Q

teorema 9.8 - Problema da autoaplicagdo € nado solucionavel
A linguagem L, 5 que traduz o problema da autoaplicagao ndo € recursiva.
= Prova:

A demonstragao que segue € por redugao ao absurdo. Portanto, suponha que Ly, € recursiva.
Entdo existe um programa monolitico Q para Norma como na figura 9.6, tal que:

ACEITA(Q) = Lpa
REJEITA(Q) = N - Lpa
LOOP(Q) = @ (consequéncia dos dois casos acima)

- N
pEACEITA(P) > ACEITAWQ)
P Q pEREJEITA(P)
- REJEITA
\ J  PpELOOP(P) =

figura 9.6 Programa para a maquina Norma.

Suponha o programa R como Q, mas adicionando um trecho de programa que é executado
ao final de cada computagao finita de Q, como na figura 9.7, com a seguinte fungao:

B antes de terminar a computagao, testa o valor da saida de Q;

‘R \
B CEITA(P B
p pi:,E TAA:, ) trecho de # LOOP(R)
- e Q PEREJEITA(P) programa
adicionado
) pELOOP(P) p J » ACEITA(R)
\_

figura 9.7 Programa modificado para a méquina Norma.

® se Q aceita ou rejeita, entdo R fica em loop infinito;

m se Q fica em loop infinito, R aceita.

Assim, para a aplicagdo de R como entrada de R, tem-se que (suponha que r = cédigo(R)):

‘a R fica em loop infinito quando Q, ao simular R, aceita ou rejeita. Ou seja, R fica em loop

~infinito quando R para;

:b ' R para quando Q, ao simular R, fica em loop infinito. Ou seja, R para quando R fica em
loop infinito.

Assim, fica caracterizada a contradigdo.

Logo, Ly ndo é recursiva, e, portanto, o problema da autoaplicagdo é ndo soluciondvel. Q
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9.5 ~—+ maquina de reducéo

A mdaquina de redugdo implementa o principio da redugdo e consiste, basicamente, na cons-
tru¢do de um algoritmo de mapeamento entre as linguagens que traduzem os problemas.
Assim, se a classe de uma dessas linguagens é conhecida, entdo se pode estabelecer algumas
conclusdes sobre a linguagem que se deseja investigar (e, portanto, sobre o grau de solucio-
nabilidade do problema representado).

Neste capitulo, sdo supostas as seguintes generalizagdes:

® Funcdo codigo_bij para qualquer méaquina universal;
B Problema da autoaplicagdo para qualquer maquina universal.

Assim, sempre que possivel, as definigdes e os resultados que seguem sao independentes de
formalismos.

definicdo 9.9 - Méquina de reducao

Suponha dois problemas A e B e as correspondentes linguagens L, e Lg. Uma mdquina de
redugdo R de L, para Lg (sobre um alfabeto Z) é tal que (w € X):

a Sew€EL,, entao R(w) € L
b Sew¢L,, entio R(w) & Ly Q

Portanto, o mapeamento de linguagens é uma fungao computavel total.

teorema 9.10 - Redugdo - investigagao da solucionabilidade

Suponha dois problemas A e B e as correspondentes linguagens L, e L. Se existe uma ma-
quina de redugdo R de L, para L (sobre um alfabeto Z), entdo os seguintes resultados po-
dem ser estabelecidos:

a | Se Lg é recursiva, entdo L, € recursiva;

b Se Lg € enumeravel recursivamente, entdo L, € enumeravel recursivamente;

€  Sel, ndo é recursiva, entdo Ly ndo € recursiva;

d | Se L, ndo é enumerdvel recursivamente, entdo Lg ndo é enumerdvel recursivamente.

w Prova:
Seja R uma méaquina de Turing de redugdo que sempre para e que reduz L, a Lg, como ilus-
trado na figura 9.8.

<

figura 9.8 Reducdo.
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‘@ Suponha que Lg é uma linguagem recursiva. Entdo existe Mg, maquina universal, que
aceita Ly e sempre para para qualquer entrada. Seja a maquina universal M definida
como na figura 9.9.

As seguintes conclusées podem ser estabelecidas:

® M sempre para para qualquer entrada, pois R e Mg sempre param;
B sew E Ly, entdo M aceita w, pois R(w) € Lg
B sew €& L,, entdo M rejeita w, pois R(w) & Lg

Portanto, M aceita L, e sempre para para qualquer entrada. Logo, L, é uma linguagem re-
cursiva;

A A

» ACEITA

w R R{w) MB

= REJEITA

L J

figura 9.9 Maquina universal.

‘b Suponha que Lg é uma linguagem enumeravel recursivamente. Entdo existe Mg, uma
maquina universal, tal que:
ACEITA(Mj) = Lg
REJEITA(Mg) U LOOP(Mj) = =* - Lg

Seja a méquina universal M definida como na figura 9.10.

@ =,
B » ACEITA
W R Riw) Mg
y » REJEITA ou
\_ - LOOP

figura 9.10 Méquina universal.

As seguintes conclusdes podem ser estabelecidas:

B se W E Ly, entdo M aceita w, pois R(w) € Lg
B se w € L,, entdo M rejeita ou fica em loop infinito para a entrada w, pois Mg rejeita ou
fica em loop infinito para a entrada R(w).

Portanto, M aceita L,, mas pode ficar em loop infinito para entradas ndo pertencentes a L.
Logo, L, € uma linguagem enumeravel recursivamente;

¢) e d) Por contraposi¢do, as afirmagdes ¢) e d) sdo equivalentes as afirmagdes a) e b), respec-
tivamente. Lembre-se de que (suponha que p e g sdo proposigdes):

(p—~q) < (~q—-p) J
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9.6 -— problema da parada

Um dos mais importantes problemas ndo solucionédveis é conhecido como o problema da
parada.
definicao 9.11 - Problema da parada
O problema da parada é como segue:
Dada uma méquina universal M qualquer e uma palavra W qualquer sobre o

alfabeto de entrada, existe um algoritmo que verifica se M para, aceitando ou
rejeitando, ao processar a entrada wW? Q

O problema da parada é um problema de decisao, do tipo sim/nao, e pode ser redefinido
pela seguinte linguagem:

Lp = { (m, w) | m = codigo_bij(M) e w € ACEITA(M) U REJEITA(M) }
O teorema a seguir mostra que a linguagem Ly ndo é recursiva, o que significa que o proble-
ma da parada € nao solucionavel. A demonstragao usa o principio da redugao.
teorema 9.12 - Problema da parada é ndo soluciondvel
A seguinte linguagem que traduz o problema da parada nao é recursiva:

Lp = { (m, w) | m = c6digo_bij(M) e w € ACEITA(M) U REJEITA(M) }

= Prova:
A demonstragdo que segue é por redugdo ao absurdo e usa o principio da redugdo. Suponha
que Lp é recursiva. Entdo existe uma maquina universal My sobre o alfabeto Z, tal que:

ACEITA(Mp) = L,
REJEITA(M;) = Z* - Lp
LOOP(M,;) = @ (consequéncia dos dois casos acima)

Suponha uma maquina universal R que, para qualquer entrada w, gera o par (w, w) (tal ma-
quina pode ser facilmente definida). Seja M uma mdquina como na figura 9.11.

/
M

o R ) » ACEITA

LAY

Y R Mp
B
B REJEITA

\_ J

figura 9.11 Madquina construida usando o principio da redugdo.
Claramente, o problema da autoaplicagdo foi reduzido ao problema da parada (figura 9.12),
pois:

B sew E Ly, entdo R(w) = (w, w)ELp
B sew € Ly, entdo R(w) = (w, w) € Lp
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Como é suposto que o problema da parada é solucionavel, entdo, pelo teorema 9.10 — Redu-
¢ao — investigagao da solucionabilidade, o problema da autoaplicagdo é solucionavel, o que é
um absurdo. Logo, € absurdo supor que o problema da parada é soluciondvel, e, portanto, é
nao solucionavel. .

Autoaplicagdo

Parada

figura 9.12 Reducdo.

Analogamente ao problema da autoaplicagdo, o problema da parada é parcialmente solucio-
navel. A prova do teorema a seguir é omitida (é sugerida como exercicio) e pode ser desen-
volvida de duas formas:

B prova direta, de forma similar a prova de que o problema da autoaplicagao € parcialmente
solucionavel;
B usando o principio da redugdo.

teorema 9.13 - Problema da parada é parcialmente solucionavel
A seguinte linguagem que traduz o problema da parada é enumerdvel recursivamente:

Lp = { (m, w) | m = cédigo_bij(M) e w € ACEITA(M) U REJEITA(M) } Q

9.7 ~—+ outros problemas de decisdo

Muitos problemas de decisdao sobre maquinas universais sao nao solucionaveis. Na realidade,
é facil definir um problema néo solucionavel. Nesta se¢do, sdo apresentados, de forma resu-
mida, alguns destes problemas.

O problema da parada da palavra vazia é uma variagao do problema da parada, restringindo
a entrada a palavra vazia (ou auséncia de entrada).

definicdao 9.14 - Problema da parada da palavra vazia
O problema da parada da palavra vazia € como segue:

Dada uma méquina universal M qualquer, existe um algoritmo que verifica se M para,
aceitando ou rejeitando, ao processar a entrada vazia? Q

A prova do seguinte teorema é sugerida como exercicio e € genericamente mostrada na
figura 9.13.
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teorema 9.15 - Problema da parada da palavra vazia é nao solucionavel
A seguinte linguagem que traduz o problema da parada da palavra vazia ndo é recursiva:

Le = { m | m = cbédigo_bij(M) e ¢ € ACEITA(M) U REJEITA(M) } Q
Parada
Palavra
Vazia

figura 9.13 Reducdo.
O problema da totalidade é uma variagdo do problema da parada, generalizado para toda
entrada.

definicao 9.16 — Problema da totalidade

O problema da totalidade é como segue:

Dada uma mdquina universal M qualquer, existe um algoritmo que verifica se M para,
aceitando ou rejeitando, ao processar qualquer entrada? Q

A prova do seguinte teorema é sugerida como exercicio e é genericamente mostrada na
figura 9.14.

teorema 9.17 - Problema da totalidade € nao solucionével
A seguinte linguagem que traduz o problema da totalidade nao é recursiva:

L = { m | m = cédigo_bij(M) e LOOP(M) = & } Q

Parada

Totalidade

figura 9.14 Reducao.
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definicdo 9.18 - Problema da equivaléncia

O problema da equivaléncia é um problema de decisdo (do tipo sim/nao) que verifica a equi-
valéncia de duas maquinas universais. a

A prova do seguinte teorema é sugerida como exercicio e é genericamente mostrada na
figura 9.18.

teorema 9.19 - Problema da equivaléncia é ndo solucionavel

A sequinte linguagem que traduz o problema da equivaléncia ndo é recursiva:

Le = { (m, p) | m = cédigo_bij(M), p = codigo_bij(P),
ACEITA(M) = ACEITA(P) e REJEITA(M) = REJEITA(P) } Q

Palavra
vazia

Equivaléncia

figura 9.15 Reducdo.

9.8 ~—3 problema da correspondéncia de Post

O problema da correspondéncia de Post (o qual se prova ser ndo soluciondvel) é de funda-
mental importancia para a verificagdo da questao da solucionabilidade de diversas outras clas-
ses de problemas, principalmente no estudo das linguagens formais, como a equivaléncia de
reconhecedores sintaticos de linguagens. O problema da correspondéncia de Post é definido
sobre um sistema de Post.

definicao 9.20 - Sistema de Post

Um sistema de Post S definido sobre um alfabeto Z € um conjunto finito e ndo vazio de pares
ordenados de palavras sobre Z. Q

Portanto, um sistema de Post € um conjunto da seguinte forma, onde n > 1 e x;, y; € Z£*, para
IE{1; 2s:.co )

S = { (x4, ¥q). (x5, ¥5)..... (X, y¥,) }
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Uma solugdo para um sistema de Post é uma sequéncia ndo vazia de nimeros naturais com
valoresem{ 1, 2,....n }:
i1; iz;...; ik
tal que:
Xi Xiye- X = YiYipe-Vi,
O problema da correspondéncia de Post é a investigagao da existéncia de um algoritmo que

analise qualquer sistema de Post e determine se ele tem pelo menos uma solugdo. Demons-
tra-se, usando o principio da redugdo, que esse problema é ndo soluciondvel.

exemplo 9.2 - Problema da correspondéncia de Post
Seja o sistema de Post sobre £ = { a, b } dado pelo seguinte conjunto:

S = { (b, bbb), (babbb, ba), (ba, a) }
Uma solugdo de S é:

2,1,1,3 pois babbbbbba = babbb bbb a a

exemplo 9.3 - Problema da correspondéncia de Post
Seja o sistema de Post sobre £ = { a, b } dado pelo seguinte conjunto:

S = { (ab, abb), (b, ba), (b, bb) }
S ndo tem solugdo, pois, para qualquer par (x;, y;) €S, tem-se que |x;| < |y;]. Q

exemplo 9.4 - Problema da correspondéncia de Post
Seja o sistema de Post sobre £ = { a, b } dado pelo seguinte conjunto:

S = { (a, ba), (bba, aaa), (aab, b), (ab, bba) }

S ndo tem solugdo, pois, para qualquer par (x;, y;) € S, o primeiro simbolo de x; é diferente
do primeiro simbolo de y;. Q

teorema 9.21 - Problema da correspondéncia de Post é nao solucionavel
A seguinte linguagem que traduz o problema da correspondéncia de Post ndo é recursiva:

Lep = {s | s = cédigo_bij(S) e S é um sistema de Post com pelo menos uma solugdo }

= Prova:

A partir de uma maquina de Post M qualquer sobre o alfabeto X e de uma palavra w € Z*
qualquer, constréi-se um sistema de Post baseado na sequéncia de comandos executados por
M para a entrada w, de tal forma que o sistema tenha solugao se e somente se, M para para
a entrada w. Portanto, o problema da parada é reduzido ao problema da correspondéncia
de Post. Ou seja, a linguagem Lp que traduz o problema da parada (que nao é recursiva) é
reduzida a linguagem L¢p.
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A ideia béasica da construgao é enumerar os comandos da maquina M e, para cada agdo sobre
a variavel X, gerar um par do sistema de Post. Suponha que:

® w € Z* uma palavra qualquer, onde w = a;a,...a,

W ovalorinicialde X é w

B as componentes elementares do diagrama de fluxos de M sdo enumeradas sobre { 1,
gy MY

A relagdo entre os componentes elementares de M e os pares do correspondente sistema de
Post € como segue (veja a figura 9.16):

1 i( aceita ) ( rejeita )j

'
X ¢ Xs [ i@
R R
. .

I )2 In+1  In+2

figura 9.16 Enumeragdo das instrugdes de um diagrama de fluxos de uma maquina de Post.

‘@ Partida. Determina o seguinte par:
(1,1 a4 a...a, 2)
'Lb | Desvio ou teste. Determina os seguintes pares:
(faq q)e 1@z Jodveews (TAp, jo)s (14, i iq)s (80 i 40)

€ Atribuigso. Determina o seguinte par:

(i, s J)
‘d  Parada. Determina o seguinte par:

(i, )
‘@ Simbolo. Cada simbolo s € 2 U { # } determina o seguinte par

(s, s)
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Deve-se reparar que, no par correspondente a partida, a segunda componente tem um
ndmero de instru¢gdo a mais que a primeira. Essa diferenga sé é compensada no par corres-
pondente a instrugdo de aceita/rejeita. Assim, o sistema de Post somente tem solugdo se a
maquina parar para a entrada w. Os demais detalhes sdo explicados por meio do exemplo
que segue.

Portanto, é possivel reduzir o problema da parada ao problema da correspondéncia de Post
(figura 9.17).

Logo, o problema da correspondéncia de Post € ndo solucionavel. Q
Parada
Co ondéncia
de

figura 9.17 Reducao.

exemplo 9.5 — Maquina de Post — sistema de Post

Considere a maquina de Post Post-Duplo_Bal na figura 9.18 (introduzida anteriormente), a
qual reconhece a linguagem Duplo_Bal = { a"b" | n 2 0 }, cujas instrugdes ja estdo enume-
radas. Suponha a entrada w = ab. O sistema de Post correspondente, conforme o teorema
9.21, resulta em 24 pares, 0s quais sdo como segue (os pares estdo numerados para facilitar
a sua identificagao):

1: (1, 1ab2) 7: (4a, 5) 13:(6b, 7) 19: (10, ¢)
2: (2, #3) 8: (4b, 6) 14: (6#, 8) 20: (11, ¢)
3: (3a, 4) 9: (4#, 11) 15: (6¢, 12) 21: (12, ¢)
4: (3b, 9) 10: (4¢, 11) 16: (7, b6) 22: (a, a)
5: (3#, 10) 11: (5, a4) 17: (8, #3) 23: (b, b)

6: (3¢, 9) 12: (6a, 12) 18: (9, ¢) 24: (#, #)
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partida

N —
-}

X & X#

s

X ler(X) |-=

8

aceita

.
4
a l b ‘#, €
5 1

Yy 6
X « ler(X)
bl # ‘a,a
7 8 Y 12

figura 9.18 Maquina de Post com as instru¢des enumeradas.

Uma solugdo para este sistema, a qual corresponde ao processamento da maquina de Post
Post-Duplo_Bal para a entrada w = ab, é a sequéncia de pares:

1, 22,23, 2, 22,23, 24,3, 23,24,8,24,14, 17, 24,5, 19
O que resulta em:

lab2ab#3ab#4b#6# 8 #3# 10 =
=1ab2ab#3ab#4b#6#8#3#10¢

Repare que a informagdo contida entre dois nimeros de instru¢des representa a evolugdo do
valor da variavel X: se o comando a esquerda é uma atribuigdo, corresponde ao valor da varia-
vel apés a atribuigdo; se o comando a esquerda € um desvio, corresponde ao valor da varidvel
antes do teste. Q
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9.9 -—+ propriedades da solucionabilidade

Relembrando, algumas das principais propriedades das linguagens enumeraveis recursiva-
mente e das linguagens recursivas sao:

a | O complemento de uma linguagem recursiva é uma linguagem recursiva. Consequentemen-
te, existe um algoritmo que sempre para e que reconhece o complemento da linguagem;

b Uma linguagem L é recursiva se, e somente se, L e seu complemento sdo enumeréveis
recursivamente;

C A classe das linguagens recursivas esta contida propriamente na classe das linguagens
enumeraveis recursivamente.

A primeira propriedade ja foi demonstrada no capitulo 5 — Maquina de Turing. Na segunda
demonstragao da propriedade, é usado o conceito de ndo determinismo. Para a demons-
tragdo da terceira propriedade, tem-se de apresentar uma linguagem que seja enumeravel
recursivamente e que ndo seja recursiva (ndo existe maquina que a reconhega e sempre pare).

Como a questdo da solucionabilidade pode ser traduzida na investigagao se a linguagem
correspondente é recursiva (problema solucionavel) ou enumeravel recursivamente (problema
parcialmente soluciondvel), os resultados acima podem ser interpretados em termos de clas-
ses de problemas, como segue:

B o complemento de um problema solucionavel é solucionavel;

B um problema é soluciondvel se, e somente se, 0 problema e seu complemento sdo parcial-
mente solucionaveis;

B a classe dos problemas solucionaveis esta contida propriamente na classe dos problemas
parcialmente solucionaveis.

As demonstragdes que seguem sao em termos de propriedades de linguagens. Relembrando,
0 seguinte teorema ja foi demonstrado.

teorema 9.22 - O complemento de uma linguagem recursiva é uma linguagem recursiva
Se uma linguagem L sobre um alfabeto £ qualquer é recursiva, entdao o seu complemento
Z* - L também é uma linguagem recursiva. Q
teorema 9.23 - Linguagem recursiva x linguagem enumeréavel recursivamente

Uma linguagem L sobre um alfabeto Z qualquer é recursiva se, e somente se, L e Z* - L sdo

enumeraveis recursivamente.

= Prova:

a Suponha L uma linguagem recursiva sobre X. Entdo, como foi mostrado no capitulo

5 - MaAquina de Turing, =* - L é recursiva. Como toda linguagem recursiva também é
enumeravel recursivamente, entdo L e Z* - L sdo enumeraveis recursivamente;
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‘b Suponha L uma linguagem sobre X tal que L e Z* - L sdo enumeréveis recursivamente.
Entdo existem M, e M,, maquinas universais, tais que:
ACEITA(M,) =L
ACEITA(M,) = 3* - L

Seja M uma maquina universal ndo deterministica definida conforme o esquema ilustrado na
figura 9.19 (como seria, detalhadamente, a definicdo de M?). Para qualquer palavra de entra-
da, M aceita-a se M, aceita-la e M rejeita-a se M, aceita-la. Portanto, claramente, M sempre

para. Logo, L é recursiva. Q
@ )
ACEITA ' | ACEITA 3
ACEITA REJEITA -
& — J

figura 9.19 Maquina universal nao deterministica.

teorema 9.24 - Linguagens recursivas C enumeraveis recursivamente

A classe das linguagens recursivas esta contida propriamente na classe das linguagens enu-
meraveis recursivamente.,

w Prova:
Para mostrar que a inclusdo é prépria, basta mostrar que existe pelos menos uma linguagem
enumeravel recursivamente que nao é recursiva. Lembre-se que:

B o problema da parada é parcialmente solucionavel, ou seja, € enumeravel recursivamente
(teorema 9.13 - Problema da parada é parcialmente solucionavel)

B o problema da parada é ndo solucionavel, ou seja, ndo é recursivo (teorema 9.12 — Proble-
ma da parada é ndo soluciondvel).

Portanto, o problema da parada é nao recursivo.

Logo, a classe das linguagens recursivas esta contida propriamente na classe das linguagens
enumeraveis recursivamente. (|

Importantes resultados podem ser obtidos a partir dessas propriedades, por exemplo, sobre o
problema da parada (veja a figura 9.20 — Relagdo entre as classes de problemas, onde Lp é a
linguagem associada ao problema da parada):

B o problema da parada é parcialmente solucionavel;

B o problema da parada é nado solucionavel;

W portanto, o seu complemento, que é o problema da ndo parada (Loop), é ndo soluciona-
vel e completamente insolavel, ou seja, ndo computavel.
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Universo de todos os problemas

o e
Lp Loop
Solucionaveis Nao solucionaveis
Parcialmente Completamente
solucionaveis insolaveis
Computaveis Néao computaveis

figura 9.20 Relagdo entre as classes de problemas.

Uma consequéncia imediata desse resultado é a inexisténcia de um algoritmo genérico para
identificar Joops infinitos em sistemas.

Da mesma forma, prova-se que o problema da nao correspondéncia de Post (complemento do
problema da correspondéncia de Post) é completamente insolivel. De fato, demonstrou-se que
o problema da correspondéncia de Post pode ser reduzido ao problema da parada, o qual é
parcialmente solucionavel e, também, ndo é solucionavel. Em termos de linguagens, é enume-
ravel recursivamente, mas nao é recursivo. Assim, se ele fosse parcialmente solucionédvel, esta-
ria satisfeita a hipbtese da segunda propriedade e implicaria que ambos seriam solucionaveis,
caindo em contradigdo. Logo, o problema da nao correspondéncia de Post é ndo computavel.

Sugere-se como exercicio a aplicagdo do mesmo raciocinio acima para a demonstragao de
que os complementos dos seguintes problemas sdo completamente insolaveis:

B Definicdo 9.14 - Problema da parada da palavra vazia;
®m Definicdo 9.16 - Problema da totalidade;
® Defini¢do 9.18 - Problema da equivaléncia.

observacdo 9.25 - Cardinalidade das classes de problemas

Considerando que:
B os problemas computaveis sdo caracterizados pela existéncia de um algoritmo implemen-
tado na forma de um programa para uma maquina universal;

W ¢é possivel estabelecer uma fungado bijetora entre o conjunto de todos 0s programas e o
conjunto dos nimeros naturais (exemplo 9.1 - Codificagdo bijetora de programas);

conclui-se que o cardinal da classe dos problemas computéveis é igual ao cardinal dos niGme-
ros naturais, ou seja, é contavel. Assim:

o cardinal da classe dos problemas computaveis é contdvel.
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E facil definir um conjunto ndo contével, como o conjunto de todas as fungdes nos inteiros
(que caracterizam o universo "“discreto”) e o conjunto de todas as fungdes nos reais (que ca-
racterizam o universo “continuo”). Assim:

existem classes de problemas que nao sao contaveis.

Portanto, o cardinal da classe dos problemas ndo computaveis é ndo contéavel. Assim, infor-
malmente, pode-se afirmar que:

Existem muito mais problemas ndo computdveis do que computaveis. Q

9.10 -—3 conclusdes

O estudo da computabilidade objetiva determinar a solucionabilidade de problemas (exis-
téncia de algoritmos). Portanto, investiga os limites do que pode ser implementado em um
computador, evitando a pesquisa de solugdes inexistentes.

A abordagem é centrada nos problemas de decisdo (do tipo sim/nado). A investigagdo da
solucionabilidade é suportada por:

B Principio da redugao, o qual consiste na investigagao da solucionabilidade de um problema
a partir de outro, cuja classe de solucionabilidade é conhecida;

B Propriedades da solucionabilidade, as quais podem ser aplicadas para inferir a solucionabi-
lidade ou ndo, conhecidas determinadas condi¢des.

e permite, entre outros resultados, identificar classes de problemas:

B Soluciondveis: existe um algoritmo capaz de responder sim ou Nnao e que sempre para;

B Parcialmente soluciondveis (computaveis): existe um algoritmo capaz de responder sim,
embora, eventualmente, possa ficar processando indefinidamente para uma resposta que
deveria ser nao;

B E os respectivos complementos ndo solucionaveis e completamente insollveis (ndo com-
putaveis).

Um importante resultado deste estudo é que, informalmente, a classe dos problemas nao
computdveis € “muito maior” que o da classe dos problemas computaveis, ou seja, existem
muito mais problemas nao computaveis do que computaveis.

9.11 ~—3 @xercicios

exercicio 9.1 Elabore uma linha de tempo sobre o desenvolvimento do conceito de compu-
tabilidade (use como base o correspondente exercicio do capitulo 1 - Instrugao).
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exercicio 9.2 Defina a relacdo entre as seguintes classes de problemas:

‘a | Solucionéveis;

b | Parcialmente solucionaveis (computaveis);

‘€ | Nao soluciondveis;

d } Completamente insolGveis (ndo computaveis).

exercicio 9.3 Descreva uma sistematica genérica para traduzir problemas em linguagens.

exercicio 9.4 Qual a importancia do problema da autoaplicacdo no estudo da solucionabi-
lidade de problemas?

exercicio 9.5 Quais as ideias bésicas do principio da redugdo?
exercicio 9.6 Desenvolva um algoritmo de decodificagao (fungao inversa da codificagao).

exercicio 9.7 Esboce um programa que recebe como entrada p = cédigo_bij(P) e simula
P para a entrada p.

exercicio 9.8 Demonstre o teorema 9.15 - Problema da parada da palavra vazia é ndo solu-
ciondvel. E parcialmente soluciondvel? E o seu complemento, como se classifica?

exercicio 9.9 Demonstre o teorema 9.17 - Problema da totalidade é nao solucionével. £
parcialmente soluciondvel? E o seu complemento, como se classifica?

exercicio 9.10 Demonstre o teorema 9.19 - Problema da equivaléncia é no solucionével.
parcialmente solucionavel? E o seu complemento, como se classifica?

exercicio 9.11 Demonstre que o problema da parada da palavra constante é nao solucio-
navel.

exercicio 9.12 Escolha um dos problemas abaixo e mostre que ele é parcialmente solucio-
navel:

‘a Problema da parada;

‘b | Problema da parada da palavra vazia;
'€ Problema da totalidade;

'd | Problema da equivaléncia.

exercicio 9.13 O problema da aceitagado da palavra é definido como segue: dada uma ma-
quina universal M qualquer e uma palavra w qualquer pertencente a £*, M aceita w? Ou
seja, investiga-se se uma palavra é aceita por uma maquina universal.

‘a| Alinguagem correspondente a esse problema é conhecida como a linguagem universal.
Qual é essa linguagem?

‘b | Prove que é um problema parcialmente solucionével;

‘€| Prove que é um problema nao solucionével.
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exercicio 9.14 No estudo dos problemas do tipo sim/ndo, sao vélidas todas as operagdes
l6gicas como e, ou, se-entao, negacao, etc. Para os itens abaixo, considere as operagdes e,
Ou e negacgao:

a Interprete o significado dessas operagdes sobre problemas;

£ Qual o resultado ao aplicar essas operagdes sobre problemas solucionaveis? Por qué?
‘€ Idem para n3o solucionaveis;

‘d  Idem para parcialmente soluciondveis.

exercicio 9.15 Suponha M uma méquina universal. Seja M’ uma méaquina universal cons-
truida a partir de M, mas invertendo-se as condi¢des de ACEITA por REJEITA e vice-versa.
Como essa inversdo pode ser implementada? A resposta pode ser especifica para qualquer
dos formalismo estudados.

exercicio 9.16 Seja M uma maquina universal ndo deterministica definida conforme o es-
quema ilustrado na figura 9.19. Como seria a definicdo de M? A resposta pode ser especifica
para qualquer dos formalismo estudados.

exercicio 9.17 Sobre o problema da correspondéncia de Post:

‘a Encontre a menor solugdo para os seguintes sistemas de Post:
S, = { (b, bbb), (babbb, ba), (ba, a) }
S, ={ (e, a), (a, b), (b, aa), (aa, ab), (ab, ba), (ba, bb), (bb, €) }

‘b Encontre uma solugdo para o seguinte sistema de Post:
S; = { (aab, a), (ab, abb), (ab, bab), (ba, aab) }

Observagdo: a menor solugao é uma sequéncia de 66 indices.

'_ € Mostre que o seguinte sistema de Post ndo tem solugdo:
S4 = { (ba, bab), (abb, bb), (bab, abb) }

exercicio 9.18 Suponha S um sistema de Post com solugdo. Desenvolva um algoritmo que
determine a menor sequéncia de indices que seja solugdo de S.

exercicio 9.19 Marque a alternativa correta:

a Um problema nao solucionavel é aquele que nao pode ser computavel;

b Um problema é computével se existe um programa, em uma méquina de Turing, que
para qualquer entrada. A computagao sempre é finita, pois sempre para;

i Um problema parcialmente solucionével é aquele que tem partes que ndo se consegue
resolver;

'_d Um problema é dito parcialmente solucionavel se existe um programa em uma maquina

~ de Turing que solucione o problema tal que para quando a resposta esperada é negativa
(rejeitada);

i e Um problema é computével quando ele é parcialmente solucionavel.
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exercicio 9.20 Considere o seguinte:

® "0 problema A é solucionavel”;
® “O problema B é parcialmente solucionavel. O complemento de B é A. O problema C pode
ser reduzido ao problema B".

O que pode dizer sobre C? Marque a alternativa correta:

‘a| E solucionavel;
b | £ ndo solucionavel;
< € parcialmente solucionavel, mas ndo solucionavel;
‘d | Seu complemento é ndo solucionavel;
‘@ Nao faz parte do complemento de A.
exercicio 9.21 Numere a segunda coluna de acordo com a primeira:

I. Classe dos problemas solucionaveis () Cardinal ndo contavel
Il. Classe dos problemas parcialmente solucionéveis ( ) Linguagens recursivas
lll. Classe dos problemas completamente insoltveis ( ) Linguagens enumeréveis
recursivamente

A numeragao correta, de cima para baixo, é:

a L m
‘b,
el
dl,m
el Il

exercicio 9.22 Analise as seguintes afirmacdes e marque cada uma com V (verdadeira) ou
F (falsa):

( ) Aunido das classes dos problemas soluciondveis com o complemento da classe dos
problemas completamente insoltveis é o universo de todos os problemas;

( ) A unido das classes dos problemas solucionaveis, dos problemas computaveis, dos

problemas parcialmente soluciondveis com a dos problemas ndo computaveis é o

universo de todos os problemas;

Todo problema solucionédvel é parcialmente solucionavel;

Nao existem problemas nao solucionaveis que possuam solugao parcial.

e B
S S



A marcagdo correta, de cima para baixo, é:

a V,V,V,F
b|F,V,V,F
(€] V.F,F,V
d/ F,V,FF
e FFV,V
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exercicio 9.23 Analise as seguintes afirmagdes:

l. A classe dos problemas solucionaveis € equivalente a classe das linguagens recur-

Sivas;

Il. Existe um algoritmo genérico que sempre para capaz de comparar quaisquer dois
reconhecedores de linguagens livres do contexto, como Pascal, e verificar se sdo
equivalentes, ou seja, se de fato, reconhecem a mesma linguagem;

lll.  Dados um programa e uma entrada quaisquer, nao existe algoritmo genérico
capaz de verificar se o programa vai parar ou nao para a entrada.

Marque a alternativa correta:

|

‘a Apenas a | ests correta;

‘b Apenas a Il esté correta;
Apenas a Il esta correta
Apenas | e lll estdao corretas
I, Il e lll estao corretas.

o on T

Termos-chaves
classe dos problemas computdveis, p. 248

classe dos problemas ndo computaveis,
p. 248

classe dos problemas parcialmente
solucionaveis, p. 248

maquina de redugao, p. 256
problema completamente insoldvel, p. 250
problema da autoaplicagdo, p. 253, p. 254

problema da correspondéncia de Post, p.
261, p. 262

problema da equivaléncia, p. 261

problema da ndo parada, p. 267

problema da parada, p. 247, p. 258
problema da parada da palavra vazia, p. 259
problema da totalidade, p. 260

problema de decisao, p. 247, p. 251
problema nao solucionavel, p. 250

problema parcialmente solucionével,
p. 248, p. 250

problema solucionavel, p. 250
sistema de Post, p. 261






Apresenta um resumo dos conceitos fundamentais
desenvolvidos ao longo do livro, visando a uma reflexao
abrangente sobre abstracao, formalizacao e

Investigacao de solucionabilidade e dos limites do

que pode ser efetivamente resolvido em um computador,
enfim, do que é computavel.
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A abordagem adotada neste livro desenvolve 0s principais aspectos de teoria da computacao,
combinando abordagens historicas com abordagens proximas dos sistemas de computadores
modernos. O objetivo dessa combinacao é permitir um facil entendimento e associacao dos
problemas abstratos com os problemas tipicos da ciéncia da computacao atual e futura.

Este livro foi desenvolvido com o propdsito de construir, de forma gradual, os diversos con-
ceitos basicos de teoria da computacao. O primeiro contetudo tratado é a nocao de procedi-
mento efetivo ou de funcao computavel. Para definir as funcdes computaveis, sao descritos
diversos formalismos e modelos. Entre eles, destacam-se a maquina de Turing e a maquina
Norma. O primeiro € um formalismo simples e usualmente adotado para desenvolver este
tipo de estudo. O segundo, desenvolvido por Bird, possibilita a diferenciacao entre progra-
ma e maquina, estando, por isso, bastante proximo da nocao de computabilidade e dos
computadores atuais. Conclui-se que eles, juntamente com outros formalismos equivalen-
tes apresentados, sao0 maquinas universais, ou seja, neles é possivel representar qualquer
funcao que seja computavel. Adicionalmente, é desenvolvida a nocao de funcao recursiva,
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formalismo equivalente as maquinas universais. Por fim, o livro trata da computabilidade e do
estudo da solucionabilidade de problemas. Os problemas podem ser divididos em problemas
solucionaveis (existe um algoritmo que resolva o problema, para qualquer entrada) e os nao
solucionaveis (nao existe um algoritmo que sempre resolva o problema). Ou, alternativamen-
te, podem ser divididos em problemas parcialmente solucionaveis (computaveis) e problemas
completamente insollveis (ndo computaveis).

10.1 -—* resumo dos principais conceitos

O principal conceito estudado é o de computabilidade, o qual é construido usando noc¢oes de
programas, maquinas e computacoes. Sao trés conceitos distintos, mas diretamente relacio-
nados, pois um programa para uma maquina pode induzir uma computacao. Se ela for finita,
entao se define ainda a funcao computada por esse programa nessa maquina: ela descreve o
qgue o programa faz.

A distincao entre programa e maquina é importante na ciéncia da computacao, uma vez que
o programa (ou algoritmo) independe da maquina e possui uma complexidade estrutural e
computacional (quantidade de trabalho necessario para resolver o problema).

A partir do conceito de funcao computada, podem-se fazer comparacoes entre programas e
entre maquinas e definir-se a equivaléncia dos mesmos. Se dois programas, em uma maqui-
na, possuem a mesma funcao computada, ou seja, computam a mesma funcao, entao eles
sao equivalentes nessa maquina. Se esses programas sao equivalentes em qualquer maquina,
entdo eles sao fortemente equivalentes .

Utiliza-se o conceito de equivaléncia de programas para eliminar instrucdes desnecessarias e
para otimizar o programa. Dessa forma, pode-se dizer que um programa otimizado represen-
ta uma classe de programas que sao equivalentes.

A comparacao entre maquinas € feita em funcao da nocao de simulacao, que, por sua
vez, utiliza-se do conceito de equivaléncia de programas: se uma maquina simula outra,
é porque, para qualquer programa da outra maquina, pode-se encontrar um programa
desta que faca a mesma coisa. Se duas maquinas simulam-se mutuamente, é porque elas
sao equivalentes. Nesse caso, ambas tém o mesmo poder computacional. Foi observado
gue nem sempre o fato de acrescentar instrucdes ou recursos a uma maquina aumenta o
poder computacional da mesma. Muitas vezes, ocorre que essa nova instrucao ou esse NoVo
recurso podem ser simulados pela maquina anterior. Portanto, o seu poder computacional
continua 0 mesmo.
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(" programa ) (* maquina )

\

(Com putagéo)
Funcao
computada
\ Y
Programas Maquinas

. < B .
equivalentes equivalentes
Funcoes Maquinas
computaveis - g universais

figura 10.1 Conceitos basicos desenvolvidos.

Neste ponto, pode-se pensar em suas situacoes limites:

B Qual a maquina mais poderosa?
B Qual o conjunto ou a classe de funcdes computaveis?

As respostas dessas perguntas sao intuitivas, mas nem sempre sao faceis de serem verificadas.
Diz-se que uma maquina € universal se toda funcao computavel puder ser executada nela.
E, sequndo a tese de Church, diz-se que uma funcao computavel € aquela que pode ser pro-
cessada numa maquina de Turing ou equivalente. Assim, nao se conseguem demonstrar tais
afirmacoes, devido ao fato de a nocao de algoritmo ser algo intuitivo. Entretanto, diversas evi-
déncias (muitas delas exploradas ao longo deste livro) fortalecem tal tese como uma hipdtese
da teoria da computacao classica.

Os problemas computaveis foram caracterizados como problemas parcialmente solucionaveis
(n@o confundir com a ideia de que apenas parte do problema pode ser resolvido), ou seja,
problemas que podem ser implementados na maquina de Turing (ou modelo equivalente) e
gue sempre reconhecem a linguagem associada ao problema (computacao finita). Entretan-
to, podem existir palavras nao pertencentes a linguagem que produzem uma computacao
infinita (como um loop infinito). Portanto, para qualquer palavra gerada do alfabeto da lin-
guagem, nem sempre é decidivel se a palavra pertence ou nao a linguagem. Isso corresponde
a linguagem enumeravel recursivamente.

Nos problemas solucionaveis, sempre se pode decidir se uma palavra pertence ou nao a lin-
guagem associada, pois existe uma maquina de Turing que reconhece a linguagem (para acel-
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tando a palavra) e que rejeita todas as palavras que nao pertencem a linguagem (e, portanto,
em tal maquina, o conjunto das palavras que a deixam em /oop € vazio). Logo, sao sinbnimos
de linguagens recursivas.

Uma vez estabelecida a relacao dos problemas com as linguagens associadas, foram verifi-
cadas trés importantes propriedades de linguagens para problemas. Destaca-se que o com-
plemento de um problema solucionavel é solucionavel e que um problema é solucionavel se,
e somente se, ele e seu problema complementar sao parcialmente solucionaveis. Estas duas
propriedades sao frequentemente usadas para estabelecer a solucionabilidade de problemas,
juntamente com as definicdes das classes de solucionabilidade e com o principio de reducao
(investigacao da solucionabilidade de um problema a partir de outro, cuja classe de solucio-
nabilidade é conhecida).

Da mesma forma, a demonstracao de que um problema é completamente insollvel ou nao
computavel frequentemente implica o uso destas propriedades e a reducao de problemas.

Como visto, o problema do detector universal de Loops (ou o problema da nao parada -
complemento do problema da parada) é ndo computavel. Da mesma forma, prova-se que o
problema da nao correspondéncia de Post (complemento do Problema da Correspondéncia
de Post) € nao computavel. Demonstrou-se que o problema da correspondéncia de Post pode
ser reduzido ao problema da parada, o qual € parcialmente solucionavel e, também, é nao
solucionavel. Em termos de linguagens, é enumeravel recursivamente, mas nao é recursivo.
Assim, se ele fosse parcialmente solucionavel, estaria satisteita a hipotese da segunda proprie-
dade e implicaria que ambos seriam solucionavels, caindo em contradicao. Logo, o problema
da nao correspondéncia de Post é nao computavel.

Uma importante conclusao € que o cardinal da classe dos problemas computaveis € conta-
vel, enquanto o da classe dos problemas nao computaveis € nao contavel. Ou seja, Infor-
malmente, pode-se afirmar que existem muito mais problemas nao computaveis do que
computavels.

10.2 -—3+ contribuicoes da teoria da computacao

A teoria da computacao € basica e de fundamental importancia para a ciéncia da computa-
cao. Ela nao sé proporciona um adequado embasamento tedrico, necessario para um correto
e amplo entendimento da ciéncia envolvida na computacao, como também propicia o desen-
volvimento de um raciocinio l0gico e formal, cada vez mais necessario em todas as subareas
da computacao. Além disso, introduz os conceitos fundamentais que sao desenvolvidos em
outras areas, por exemplo:

B a abordagem de reconhecimento de linguagens € a base de todo o estudo das linguagens
formais, semantica formal, compiladores e de todo o conjunto de disciplinas que tratam
de linguagens de programacao;

B a formalizacéo de objetos por meio de suas caracteristicas e propriedades possibilita que
se identifiguem classes, as quais podem agrupar esses objetos. Os objetos herdam as pro-
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priedades da classe, sendo, portanto, instancias dessa classe. Esses sdo alguns dos topicos

de orientagao a objetos;

B a abordagem do processamento de fungdes langa a base para o desenvolvimento de algo-
ritmos eficientes, nao sé na resolugao dos problemas, mas também no estudo da otimiza-
¢ao de algoritmos (programas);

B a complexidade estrutural diz respeito a estrutura de controle adotada e a otimizagao em
termos do numero de instrugdes e da eliminagdo de instrugdes desnecessarias. A comple-
xidade computacional diz respeito a quantidade de trabalho envolvida na resolugdo do
problema pelo algoritmo (tempo), medida, muitas vezes, pela quantidade de trabalho que
uma determinada instdncia do problema necessita para resolvé-lo. Também se pode con-
siderar a quantidade de meméria necessaria (espago). Portanto, sdo temas abordados em
andlise e desenvolvimento de algoritmos e em complexidade de algoritmos;

B o ndo determinismo é um conceito introduzido que tem grande impacto na formagdo
dos bacharéis em ciéncia da computagdo, em sistemas de informagdo e em engenharia
da computagao, pois € o primeiro tipo de composi¢ao ndo sequencial estudado. Inclusive,
permite desenvolver o conceito de concorréncia do tipo intercalagao, fundamental para
um correto entendimento da concorréncia verdadeira (do tipo ndo intercalagao);

No campo cognitivo, proporciona mais um estdgio na formacgdo do raciocinio 16gico, com
destaque ao pensamento indutivo ou recursivo. Pelo aspecto da indugdo, parte-se de uma
instancia base, verifica-se a passagem para instancias superiores, até construir-se o problema
como um todo. Pelo aspecto da recursdo, vé-se o problema como um todo e reduz-se o pro-
blema a subproblemas menores, até que se chega a um problema base, iniciando assim, o
processo reverso, com a resolugao de cada instancia do problema;

Outro importante ganho no campo cognitivo estd no desenvolvimento de demonstragdes e
de suas técnicas. E aqui, o objetivo ndo é somente capacitar o estudante a desenvolver provas
formais, mas também informalmente. Assim, um raciocinio seguindo algumas regras simples
e universalmente aplicaveis pode constituir uma prova precisa, mas que pode ser adequada-
mente seguida em uma argumentagao informal.

Também é importante destacar o desenvolvimento da capacidade de abstracdo. Assim, pro-
priedades abstratas podem ser especificadas e estudadas independentemente de estruturas.
Ou seja, permite tratar propriedades independentemente de implementagao, o que constitui
uma vantagem Obvia para a ciéncia da computagdo. Um exemplo tipico dessa capacitagao,
abordado neste livro, é o uso do principio da redugdo de problemas.

O aluno que acompanhou de forma satisfatéria o contetudo tratado possui formagao tedrica
adequada para entender os principios que constituem a ciéncia da computacdo e, portanto,
de absorver as tecnologias atuais, bem como as evolugdes e mudangas tecnoldgicas que por-
ventura venham a ocorrer.

Termos-chaves
complexidade computacional, p. 280 orientagdo a objetos, p. 280
complexidade estrutural, p. 280 otimizagao de algoritmos, p. 280

engenharia da computagao, p. 280 sistemas de informacao, p. 280
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primitiva, 217, 218, 221, 241
Recursiva

parcial (fungdo), 215, 221

primitiva (funcado), 241
Recursivo (programa), 34, 43-45, 51, 56, 62, 63,

121, 215

Reducgao
alfa, 229, 230



288 - Teoria da Computagdo: Maquinas Universais e Computabilidade

beta, 229, 230

célculo lambda, 229

de problema, 247, 252

iterada, 229, 230

maquina, 256, 257

principio, 247, 249
Registrador, 109

maquina, 24

X, 167

Y, 167
Rejeita, 138, 141, 142, 184, 185, 191, 192
Relacéo

de equivaléncia forte de programa, 57, 58

equivaléncia de méaquina, 57, 66
Rotulacdo de nés (fluxograma), 85
Rotulada composta, 85, 88
Rétulo, 38, 39

antecessor, 84

consistente, 91

de instrucdo, 167

equivalente fortemente, 91

final (programa monolitico), 39, 84

fortemente equivalente, 89

inicial (programa monolitico), 39, 84

sucessor, 84

S

Sequencial (composigdo), 35, 41, 61
Simbolo, 25, 26

auxiliar, 184

de entrada, 143

branco, 135

de inicio (fita), 135
Simples (méquina de registrador), 105
Simplificagdo de ciclo infinito, 94
Simulagdo

de maquina, 66

forte de maquina, 66
Sistema

candnico de Post, 24

de Post, 261

operacional, 36
Snobol (linguagem), 24
Solucionabilidade (problema), 132, 246, 252
Subpalavra, 27
Sub-Rotina, 43
Substituigao

calculo lambda, 227

composicional, 216, 217, 221

de fungdo, 216
Subtracdo (programa), 169
Sufixo, 27

T

Tamanho (palavra), 26
Teorema
da ndo completude (Godel), 23, 247
Teoria
da computagdo, 23, 29, 36
classica, 159
Termo lambda, 223, 224, 229
Tese
de Church, 24, 158, 175
de Turing-Church, 175
Teste, 185, 191
fluxograma, 37, 38
identificador, 36
instrugdo rotulada, 29, 106
maquina, 49
norma, 110
programa, 35, 170
Tipo de dado
basico, 231-233
booleano
falso, 231
verdadeiro, 231
l6gico, 231
natural, 232
Topo (pilha), 119
Traco, 80, 81
Turing
Alan, 24, 132, 215, 247
Church (hipétese), 175
Church (tese), 175

U

Unido disjunta, 88, 89
Unidade de controle, 133, 196

Vv

Valor
absoluto, 115
constante como funcéo, 219
de entrada, 46
de memodria, 46
de saida, 46
numérico, 110, 115, 116
Variavel
ligada, 226
livre, 226-228
X, 184, 190
Y, 190
Verdadeiro (tipo de dado booleano), 231

Verificagdo da equivaléncia de programa, 79-101
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